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Y 0 r w 0 1 1. 

ErH hat' ich die Motto am» Qotth* gewühlt, 

Dann «elber eines zu<iammenge»teUt ; 
Aun las ich die Dichtungen Hciaes, 
Doch Motto fand tob drbi ktiaei. 

Im Torliegenden II. Teile derVorlesnogen über Mechanik 
habe ich mir die Behandlung des Prinzips der kleinsten 
Wirkung, der Hamiltonschen Prinzipe, sowie der damit 
zusammenhängenden Arbeiten von Helmholtz, Hölder, 
Voss und anderen zur Angabe gemacht Doch habe ich 
das Hauptgewicht immer auf den physikalischen Sinn und 
den Zusammenhang mit den Sätzen der theoretischen Physik, 
nicht auf die rein mathematische Deduktion gelegt Bezüg- 
lich der Ergänzungen^ welche notwendig sind, alle Zweifel 
an die mathematische Strenge der Beweise zu beseitigen» 
yerweise ich auf die Arbeiten der Mathematiker; mir war 
immer die physikalische Anschaulichkeit die Hauptsache. 

Besondere Berücksichtigung mußten da die Beziehungen 
der Wirkungspriijzipt zur Gastbeorie, Wärmetlieorie und 
Elektrizitätslehre, sowie die Maxwell-, Helmholtz- und 
Hertz sehen Sätze über zyklische Systeme finden. Doch 
bin ich nirgends in spezielle Physik eingegangen, sondern 
habe die Entwicklung nur so weit geführt, daß dann die 
Physik anknüpfen kann. 

Gerade die Hamiltonschen Prinzipe der stationären 
und variierenden Wirkung setzen keinerlei andere Kenntnis 
voraus, als die der Gesamtenergie als Funktion aller Va- 
riabein, von denen sie abhängt. Sie gestatten, wenn die Ge- 
samtenergie in dieser Weise gegeben ist, die Ableitung aller 
Gleichungen für alle in Frage kommenden zeitliehen Ver- 
änderungen. Dieselben steilen daher die einzige einwurfsfrei 
begründete, in allen Fällen ohne weitere Kommentara un- 
zweideutig anwendbare Energetik dar. 

Der Begriff der mathematischen Variation schien mir 
dadurch an Anschaulichkeit zu gewinnen, daß ich daran den 
der physikalischen, der Aneinanderreihung unendlich Tieler 
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mathematischer Variationen zu einer endlichien Zustandsande- 
rnng knüpfte, wie derselbe besonders in der Wärmetheorie bei 
Betrachtung der mechanischen Analogien des zweiten Haupt- 
satzes derselben in Verwendung kommt Andererseits wurde 
ihm auch die Theorie kleiner endlicher Störungen bei der 
Methode der Variation der Konstanten gegenübergestellt 

Aus dem Eamiltonschen Prinzipe der stationären 
Wirkung leite ich die Lagrangesche Gleichung für genera- 
lisierte Koordinaten ab, welche zur Entwicklung der allge- 
meinen Theorie der Bewegung starrer Kdrper, dann zur 
Einführung elliptischer Koordinaten und zur Ableitung der 
Theorie der Relativbewegung benutzt werden. 

Wichtige Anregung verdanke ich dem Artikel Voss* Uber 
diesen Gegenstand in der Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften und den Vorträgen über Mechanik auf der 
Naturforscherrersammlung in Kassel, sowie Priyatgesprächen, 
welche sich daran in Kassel und Göttingen knüpften. 

Die übliche Formel für die Schwingungsdauer des 
konischen Kreispendels gilt» wie sich herausstellt» wenn das- 
selbe sein Gesicht immer nach derselben Bichtung im Baume 
kehrt Wenn es dasselbe immer der vertikalen Drehungs- 
achse zukehrt» so hat es außer der Pendelbewegung noch 
eine Drehung um seine Längsachse. Wenn ein Pendel einen 
rotierenden Körper enthält, so ist die langsame Drehung 
seiner >~>cliwiiiguijgsebene der Präzeasionsbewegunij unter 
sonst gleichen Umständen ent£re^2;engesetzt. DeMii erstcre 
folgt, wenn man sie als SuiJcrposition zweier gleicher ent- 
gegengesetzt gerichteter konischer Kreispendelbewegungeu 
von verschiedener Schwingungsdauer auffalit, der rascheren, 
die Präzession ist aber die Limite, der sich bei einer 
Elongation von 90^ die langsamere nähert, während die 
Schwingungsdaner der rasclieren ins Unendliche wächst* 

Ich spreche noch den Wunsch aus, dai3 der starke 
physikalische Einschlag nicht den Mathematiker, und die 
etwas umfangreichen Formeln nicht den Physiker vor der 
Lektüre des Buches zurückschrecken mögen 1 

Wien, Juni 1904. 

Ladwig Boitzmann, 
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I. Die Lagrangeschen Gleiclmugen. 



§ 1. Integration der Relation, welche das Prinzip der 
irirtuellen Verschiebungen für einen Zeitmoment ansdriiekti 

naok der Zeit. 

Der Ausgangspunkt der nun folgenden Betrachtungen ist 
das im § 35 des L Teiles durch die Relation 93) aus- 
gedrückte, mit dem d*Alembertschen vereinigte Prinzip 
der virtuellen Verschiebungen. 

Es sei ganz wie in § 84 des I. Teiles ein beliebiges 
System materieller Punkte mit beliebigen inneren und 
äußeren Kräften gegeben, welches noch beliebigen Be- 
dingungen unterworfen sein kann. 

Die Kräfte, die von den Vorrichtungen ausgehen, durch 
welche das System gezwungen wird, die erwähnten Be- 
dingungen zu erfüllen, nennen wir die impliziten Kräfte, 
sei es, daß diese Kräfte von äußeren Vorrichtungen oder 
■von starren oder einseitigen Verbindungen der materiellen 
Punkte untereinander ausgehen; alle übrigen Kräfte nennen 
wir explizite. Bei den impliziten Kräften ist im ersteren 
Falle das Vorzeichen dadurch bestimmt, daB immer die von 
der Vorrichtung auf das System ausgeübten Kräfte die im- 
pliziten heißen, im letzteren Falle wird ihr Vorzeichen so 
bestimmt, wie es bei expliziten inneren Kräften schon im 
L Teile geschah. 

Die Massen, Kraftkomponenten und Koordinaten sowie 
die Differentiale und Variationen der letzteren aber sollen 
wie in § 71 des T. Teiles bezeichnet werden. 

Wir nennen jede Bewegung des Systems, welche unter 
dem EinÜttsse der angenommenen Kräfte ohne Verletzung der 

BoltsmftDB, Heebanik II. 1 
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L § 1. Integration der Tariationen« 



[Gl. 1-3. 



gegebenen Bedingungen wirklich statttinden kann, eine natür- 
liche Bewegung. Irgend eine solche hehea vir ein für allemal 
herror und Beonezi sie die unyariierte Bewegung desselben. 

Dann sei also der Wert irgend einer (der ^ten) 
Koordinate zu irgend einer Zeit t bei dieser Bewegung; 
0^ und a4' sei die betreffende G^eschwindigkeits- bez. Be- 
schleunigungskomponente, ?«3^„2 — m3^_j s= die Masse 
des fc-ten materiellen Punktes, -^^»_2» ^d»-i> ^^^^^ 
nach den Koordinatenrichtnngen geschäüten Komponenten 
der auf diesen Punkt wirkenden gesamten expliziten Kraft 

Wenn wir im ganzen n materielle Punkte haben, so 
sind dem k alle möglichen ganzen Zahlenwerte ron 1 bis Sn 
zu erteilen. 

Wir bezeichnen femer wie im I. Teile § 38 das System 
als holonom, wenn sich samtliche Bedingungs^eichungen 
auf ebenso Tiele Gleichungen von der Form 

1) dip{x^,x^ ...iTj^, <) = 0 

reduzieren lassen. Ist dies nicht der Fall, so hei 8t das 
System ein nicht holonomes. Jede Bedingung, die sich 
durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor auf 
die Form 1) bringen läßt, neimen wir eine holonome, jede 
andere eine niclit holonome. Jedenfalls kann die /-te Be- 
diugungsgleichung in der Form geschrieben werden: 

3 n 

2) 6^'^dt+ yi^^>dx^^O. 

Siehe L Teil § as Gleichungen 77) und 78). 

Ist T die Gesamtanzahl der Bedingungsgleichungen 
und lassen sich daraus nicht mehr als Gleichungen von 
der Form 1) ableiten, wobei dann noch r — Tj nicht holo» 

nome Bedingungsgleichungen ührighleihen, bezeichnen 
wir die Zahl r — ty als den Grad der Nichtholonomität des 
Systems. Unter der Form 2) ist natürlich auch die Glei- 
chung 1) enthalten, wenn = - ist 

Übrigens besagt eine Gleichung von der Form 1) nicht 
ganz dasselbe wie eine Integralgleichung von der Form 

3) <p{x^,x^...x^^,ij^O, 
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in welcher die Integration skonstante einen bestimmten 
speziellen Wert hat, da durch die Pifferentialgleichung T) 
die Koordinatenwerte für einen eiüiigen unter allen Zeit- 
momenten unbestimmt bleiben und bloß deren Yeranderougea 
iür alle übrig^en Zeitmomente bestimmt werden. 

Unter Anwendung der soeben auseinandergesetzten Be- 
zeichnungsweise schreibt sich das mit dem d'Alembertschen 
yereinigte Prinzip der virtuellen Verschiebungen (vergL Gl«- 
«hungen 98) und 184) des I. Teiles) in der Form: 

"VVir btisthrctiikeu uns im folgenden ausschließlich auf die 
l'aile, wo iii den Bedingungsgieichuugen und daher auch m 
dieser Relation nirgends ein Ungleichheitöxeichen , sondern 
lediglich das Gleichheitszeichen gilt, und werden auf den 
Orund liiervon im Anfange des nächsten Paragraphen noch 
i5urü<k kommen. 

iüin vorgesetztes d bezeichnet hierbei imooier die Va- 
riation, welche die betreüendc Größe erfährt, wenn man 
dem Systeme zur Zeit / eine beliebige virtuelle Verrückung 
erteilt (I. Teil, § 34). Dabei ist stets nur ein einziger be- 
stimmter Zeitmoment / der Bewegung ins Auge gefaßt, alle 
übrigen Zeitmomente aber sind ganz außer Betracht ge- 
lassen. Der ins Auge gefaßte Zeitmoment dagegen ist aas 
ihnen vollkommen willkürlich ausge^hlt. Daher können 
wir auch Yon Zeitmoment zu Zeitmoment fortschreiten und 
den Werten, welche die Koordinaten zu jedem Zeitmomente 
haben, willkürliche Zuwächse erteilen. Wir erhalten dann 
für jedea Zeitmoment besondere Werte toq irnd es 
werden zoyorderst die für den nächst Zeitmoment gelten- 
den Werte dieser G^rößen absolut unabhängig sein von denen, 
die zu dem nächst Torhergehenden Zeitmomente gehören. 
Die Gleichung 4) wird auch gelten, wenn sich diese Größen 
Ton Zeitmookent zuZeiünoment yoUkommen diskontimderlich 

ändern, so daß Integrale wie j* Sxj^di absolut gar keinen 

Sinn hahen^ da die Größe dx^ unter dem Integral- 

1* 
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I. § 1. Integratioii der Variationen. [Q\, 5. 6. 



zeichen dann eine absolut diakontiniiierliche Funktion der 
Zeit ist 

Unter allen möglichen Annahmen für die Werte der 
Variationen der Koordinaten wird es zwar Terhältnismäßig 
wenige, aber doch noch immer unendlich viele geben, bei 
denen sich die Sxj^ zwar auch noch in ganz willkürlicher, 
aber in kontinuierlicher Weise mit der Zeit ändern. Wir 
können z. B. 

setzen wobei e eine nnendlich kleine, für alle Koordinaten 
und zu allen Zeiten konstante Größe und 4(0 eine endliche 
kontinuierliche Funktion der Zeit ist 

Dieselbe kann f&r jeden Wert des /e, d. h. für jede 
Koordinate ganz willkürlich gewählt werden, nur müssen 
alle diese Funktionen so gewählt werden, daß die durch 
sie dargestellten Verschiebungen zu jeder Zeit Tirtaelle, d. h, 
mit den Bedingungen TerträgUch sind, denen das System 
gerade zur betreffenden Zeit i nntenvorfen ist Ist also 2) 
die Gleichung, welche die betreffende Bedingung ausdrückt, 
so müssen die der Gleichung 

6) ^.|l"dx,-0 

1 

genügen (vergl. I. Teil, § 34, Gleichung 88),^ In dem jetzt 
betrachteten speziellen Falle, daß die ÖXj^ kontinuierliche 



*) Die analoge Substitution für dx'^^ geht bei doni Prinzip des 
kleinsteu Zwaugea absolut nicht an, dcou bei diesem muij ja lur jeden 
Weit des k und zu allen Zeiten öxt = $ Xu ^ 0 sein (vergl. die Glei» 
ehung 167) des I. Teiles). Wfirde man also analog mit Gleichung 5) 
jetst während einer endlichen Zeit setsen dal^ ^ ».f^ (Q^ so konnte 
öa^ und ditk höchstens för einzelne Momente, niemals aber ftlr jeden 
Moment dieser Zeit gleich Null oder unendlich klein hölierer Ordnung 
als e sein. Wir iiaben «jis uiso jetat auf das Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen zu beschränken. 

*) Wir werden später einmal auch so variieren, daß wir irgend 
einem zu irgend einer Zeit i stattfindenden Zustande Ä der un- 
variierten Bewegung einen Zustand B der variierten Bewegung korre- 
spondieren lassen, welcher zu einer etwas späteren Zeit ^ + ^ bei 
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Fimktionen der Zeit, also durch Ausdrücke von der Form 5) 
darstellbar sind, haben Integrale wie 

8) Jdxj,dt^ijfj,{i}dt 

einen ganz bestimmten Sinn. Wir können also die für alle 
Zeitmomente gültige Gleichung 4) mit dt multiplizieren und 
über eine beliebige Zeit z. B. yon bis integrieren, wo-* 
durch wir erhalten: 

Hierbei kann die AnffliiL^szoit, /j dm Enrle der Bewegung 
sein; es kann aber aucli r^.^ ein beliebiger, /. ein beliebiger 
•späterer Zeitmoment im Verlaute der Bewr'Lnjiiu; t^tm. Bei 
den in der Natur wirklich yorkomnicuden Bewegungen, z. B. 
der der Gestirne, kann ja von einer Anfangs- oder Endzeit 
der Bewegung überhaupt nicht die Rede sein. Es ist 
nur der Anfang, das Kode des gerade ins Auge gelallten 
Stückes der Bewegung. 

Die Variationen Sopj^ der Koordinaten sollen in den 
zunächst folgenden Paragraphen nun zudem immer der Be- 
dingung unterworfen werden, dab sie sowohl für t = als 
auch für ^ — sämtlich Terschwinden. B^ür Zeiten, welche 
diesen beliebig benachbart sind, können sie dann schon 
wieder Ton Null verschiedene Werte haben. Erst viel 
später (von § Bl angefangen) werden wir auch den Fall 
betrachten I daß die Koordinatenvariationen an den Inte- 
grationsgrenzen ebenfalls nicht verschwinden. 

der variierten Bewegung eintritt, so daß t^x die Veränderung be- 
zeichnet, wclc^p irfjrend eine Koordinate x erfährt, wenn man von 
dem der Zeit t eutaprechcnden Zustand Ä der anvariierten Bewegung 
zu deui der Zeit t -h Ö t entsprechenden Zustand ß der variierten Be- 
wegung übergeht, also jetzt Ä und B korrespondierende Zustände 
sind. Bei dieser noch allgemeineren Art der Variation, welche wir 
aber im Texte vorläufig noch nicht anwenden, wflrden an Stelle der 
Gleichungen 6) des Textes die Gleichungen treten: 

7) I^a^+Vk^" (5^:^ = 0. 
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I. § 2. Awnchlitfiung der Ungleicliiingen 



§ 2. AusBciiließung' der Ungfleichungen. Umkehrung des im 
▼origeu Paragrapkeii entwickelten Satzes. 

Wir haben uns hierbei aaf die Fälle beschränkt, wo 
in Belation 4) das Gleichheitszeichen gilt Die Fälle, wo 
auch das Ungleichheitszeichen gelten kann, sind ohnedies 
weit weniger wichtig. Sie treten ein, falls in den Be- 
dingungsgleichungen ebenfSedls Ungleichungen Torkommen. 
Dann geschieht aber die Bewegung, solaoge die Vorrich- 
tung(^n, welche die betreffenden Bedingungen erzeugen, in 
Wirksamkeit bleiben, nicht anders, als ob in den Bedin- 
guDgen das Gleichheitszeichen gelten würde. Von dem Mo- 
ment an aber, wo die materiellen Punkte in Positionen 
gekommen sind, wo jene Vorrichtungen nicht mehr wirken, 
geschieht die ßewegnnf^ sofort genau so, als ob die durch 
diese Vorrichtungen bewirkten Bedingungen gar nicht gelten 
würden. Es wird daher wieder die Gleichung 9) richtig 
sein. In derselben sind jedoch die Sx^., solange die betreffenden 
Vorrichtungen wirksam sind, so zu wählen, daß sie die be- 
treffenden Bedingungen erfüllen, in denen aber d;is Gleich- 
heitszeichen mit Ausschluß aller Ungleichheitszeichen zu 
setzen ist. Sobald dagegen gewisse Vorrichtungen zu wirken 
aufgehört haben, konneu die Sa-j. ganz ohne Rücksicht auf 
die durch die betreten den Vorrichtungen bewirkten Be- 
dingungen gewählt werden. 

Die Zeitmomente, in denen jene Vorrichtungen gerade 
zu wirken aufhören oder anfangen, werden, singulare Fälle 
ausgenommen, ohnedies in das Integral der linken Seite der 
Gleichung 9) nur einen Betrag liefern, welcher Temachlässigt 
werden kann. Dieses Integral ist also in eine Summe 
Ton Integralen zu zerlegen, in denen außer und ^ alle 
diese Zeitmomente als Integrationsgrenzen vorkommen, so 
daß kein solcher Zeitmoment innerhalb eines Integrations- 
gebietee fällt 

Dadurch wird bewirkt, daß für jedes der Teilintegrale 
für alle innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden Zeiten 
die Qleichung 9] gilt; denn die Bewegung geschieht inner- 
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halb dieser Grenzen überall no, als ob sowohl in Glei- 
chung 4) als auch in den Bedingnngsgleichnngeii überall 
nur Gleichheitszeichen yorhanden wären; nur daß für einige 

Teilintegrale mehr, für andere weniger Bedingungen mit in 
Betracht zu ziehen sind. Für die Grenzen der Integration 
dagegen müssen noch besondere Grenzbedingungen aufgestellt 
werden, auf welche wir aber in diesen Vorlesungen um so 
weniger eingehen werden, als sie meines Wissens noch nie- 
mals untersucht worden sind. 

Die Bedingung, daß das Integral 9) für alle virtuellen 
durch die Gleichung 5) ausgedrückten Variationen ver- 
schwinden muß, ist zwar nicht mehr so allgemeiu als die 
Form, in der wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
im I. Teile ausdrückten, da jetzt die KoordinateuTariationen 
kontinuierliche Funktionen der Zeit sein müssen, und nicht 
wie im I. Teile für jeden Zeitmoment YoUkommen willkürlich 
und von den für alle übrigen Zeitmomente angenommenen 
vollkommen unabhängig sind. Es folgen aber aus der ersteren 
Bedingung, wenn wir den Fall ausschließen, daß die Be- 
>Yegung8gleichungen sich längs einer endlichen Zeitstrecke 
von Moment zu Moment diskontinuierlich mit der Zeit 
ändern, und wenn in allen Bedingungen das Gleichheits- 
zeichen gilt, nach den Kegeln der Variationsrechnung noch 
immer die Bewegungsgleichungen der Mechanik. 

Um dies zu beweisen, nehmen ^\ir an, wir hätten im 
Integral 9) diejenigen Variationen, wek-lie durch die Be- 
dingungsgleichungen bestimmt sind, durch die übrigen un- 
abhilngigen ausgedrückt. Es müssen dann, wie wir soibrt 
beweisen werden, wenn das Integral 9) unter den an- 
gentiiiimenen Bedingungen stets verschwinden soll, die Ko- 
eihzieuten nller dieser anahhängigen Variationen unter dem 
Integralzeichen für alle Zeiten verschwinden; dies war aber 
genau die Bed nt^mig, aus der wir schon im L Teile die 
Bewegungsgleichungen ableiteten. 

Der noch ausständige Beweis kann in der folgenden 
Weise geführt werden. Wenn irgend ein Koeffizient einer 
der unabhängigen Variationen im Integral 9) nicht f3r alle 
Zeiten verschwinden würde, so kdnnte man dieser Variation 



8 



I. § 2. Umkehntng des vorigen Satses. [G-L 9. 



unbeschadet der Bedingung , daß sie eine kontinuierliche 
Funktion der Zeit sein soll, f&r diejenigen Werte der Zeit, 
iür welche der Koeffizient von einem positiven zu einem 
negativen Werte oder umgekehrt übergeht, sowie fftr die 
Zeiten und den Wert Null, für alle anderen Zeiten aber, 
für welche dieser Koeffizient posiÜT ist, ebenfalls einen posi- 
tiven, fär alle Zeiten, wo er negativ ist, einen negativen 
Wert erteilen. 

Würde nkan dasselbe för alle anderen unabhängigen 
Variationen festsetzen, deren Koeffizienten nicht fEir aUe 
Zeiten gleich Null sind, so würde das Integral 9) aus lauter 
positiven Gliedern bestehen, es könnte also nicht gleich 
Null sein. Sein Verschwinden für alle möglichen virtuellen 
Verrttckungen» die von der gleichen Anfangslage zur gleichen 
Endlage übergehend sonst beliebige kontinuierliche Funk- 
tionen der Zeit sind, hat also zur Folge, daß nach Eli- 
mination der durch die Bedingungsgleichungen bestimmten 
Variationen die KoefEzienten aller übrigen unabhängigen 
Variationen zu allen Zeiten verschwinden müssen, woraus 
schon im L Teile die Bewegungsgleichungen abgeleitet 
wurden. 

Dies muB auch für Zeiten gelten, die beliebig nahe an 

und <j liegen, und daher auch fÖr letztere Zeiten selbst, 
da wir ])iskontiiiuitäten ausschlössen. 

Es folgt also, falls m den Bedingungen nur Gleichheits- 
zeichen gelten, nicht nur aus den ßewegungsgleichnngen das 
Verschwinden des Integrals 9), sondern es folgen auch um- 
gekehrt aus diesem Verschwinden für alle virtuellen Ver- 
rückuDgen, die kontinuierliche Funktionen der Zeit sind, 
unter den oben angegebenen Einschränkungen wieder die 
Bewegungsgleichungen, da wir sehen, daß der Beweis, kraft 
dessen wir im I. Teile bewiesen haben, daß die Bewegungs- 
gleichungen eine notwendige Folge der Relation 4) sind, 
dadurch nichts an seiner Beweiskraft verliert, daß wir Jetzt 
die Koordinatenvariationen als kontinuierliche Funktionen 
der Zeit ansehen. 
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§ 3. Prinzip der atationaren Wükmig. 

Wir haben diejenige Bewegung, wobei die Ä-te Ko- 
ordinate zur Zeit / den Werta;^^ bat und welche also unter den 
gegebenen Anfangsbedingungen den Bewegungsgleicbungen 
gemäß Yor sich geht (eine natürliche Bewegung ist), die 
nnvariierte genannt Dieser nnyariierten Bewegung stellen 
wir die yariierte gegenüber^ bei welcher zur Zeit i die ib-te 
Koordinate den Wert + hat, wobei Sxj^ durch Glei- 
chung 5) gegeben ist Da auch diese Große eine konti- 
nuierliche Funktion der Zeit ist, so macht bei der Tariierten 
Bewegung jeder materielle Punkt ebenfiEdls eine kontinuier- 
liche Bewegung. 

Da femer für die Zeiten und die Variationen sämt- 
licher Koordinaten Terschwinden, so wird bei der variierten 
Bewegung jeder Punkt zur Zeit Ton denselben Positionen 
ausgehen wie bei der uuTariierten Bewegung, und auch 
wieder zur Zeit dieselbe Lage erreichen, wie bei der un- 
yariierten Bewegung. Es kann sein, daß die yariierte Be- 
wegung bloß dadurch aus der unyariierteu entstaiulen ist, 
daß die der Anfangszeit entsprechenden Werte der Ge- 
schwindigkeitskoraponenten säratlicher materieller Punkte 
unendlich wenig variiert wurden, so daß die variierte Be- 
wegung nach denselben Bewegungsgleichimgen vor sich geht, 
wie die uuvariierte. 

Meist wird dies aber nicht der Fall sein; die variierte 
Jk'weguMg wird dann unter dem Einflüsse von Kräften, 
welche dieselhen Funktionen der Kooi'dinaten sind, wie für 
die unvariierte Bewegung, nicht möglich sein; wir müsben 
diesen Kräften vielmehr neue unendlich kleine Kräfte hinzu- 
fugen, um zn bewirken, daß das System in jedem Zeit- 
momente die variierte Bewegung macht. Diese neuen Kräfte 
können daher rühren, daß wir jeden materiellen Punkt mit 
der Hand fassen und so führen, daß er sich genau der 
variierten Bewegung entsprechend bewegt, oder sie kdnnen 
wo immer sonst herrühren. Wir wollen sie immer die 
Zusatzkräfte nennen. 

Wir kOmmem uns ttbrigens yorläufig gar nicht um 
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diese Zusatzkräfte, sondern betraebi^n die variierte Be- 
wegung Tielmehr bloß als eine im Gedanken neben die un- 
Tariierte, also neben die wirkliebe hingestellte Bewegung. 

Wir vergleicben gegenwärtig immer jeden beliebigen« 
zu einer beliebigen Zeit / stattfindenden Zustand der un« 
variierten Bewegung mit demjenigen Zustande der variierten 
Bewegung, welcher bei dieser zur gleichen Zeit t gehört 
und nennen die Zustände, welche wir vergleichen, korre- 
spondierende. Wir setzen vor eine beliebige QröBe das 
Zeichen S, um den Zuwachs auszudrücken, welchen jene 
Qröße erfährt, wenn man von einem beliebigen Zustande 
der unvariierten Bewegung zum korrespondierenden Zu» 
Stande der variierten übergeht, wobei also bei unseren 
gegenwärtigen Betrachtungen t stets als konstant anzusehen 
ist Das Zeichen d dagegen drückt den Zuwachs aus, 
welcher bei der unvariierten Bewegung eintritt, wenn t um 
di wächst, wobei wieder von einer vanieiten Bewegung gar 
nicht die Eedu ist 

Die Krattkomponeiiten .Y^, Yj^, sowie die Kralt- 
funktiou r (sobald eine solche existiert), und die in den 
Bedingungsgleichuügen auftretenden tfrößen f/ und f 
sollen für die variierte Bewegung dieselben Funktionen 
der Koordinaten und eventuell von t sein wie für die un- 
variierte BewoD;ung. ^^V, ö (f etc. stellen also die Zu- 
wächse dar, welche diese Grölien dadurch erfahren, daß die 
Koordinaten von den Werten x^, t., . . ., die ihnen 2u irgend 
einer Zeit t hei der unvariierten Bewegung zukommen, zu 
den Werten 4- tix^ , x.^ + ö x.^ . . . übergehen, die sie im 
koi respondierenden Zustande der variierten Bewegung haben, 
iils ist also: 




Die partiellen Ableitungen von V ö V nach den Ko- 
ordinaten liefern natQrlich nur die Kräfte, welche bei Fort- 
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bestand der für die unvariierte Bewegung geltenden Kraft* 
gesetze bei derjenigen Konfiguration der materiellen Punkte 
wirksam wären, die diesen bei der variierten Bewegung 
zukommt^ während die Kräfte, welche wir die Zusatzkräfte 
genannt haben, eine neu hinzukommende oder auch gar 
keine Kraftfnnktion haben. 

Da für die yariierte Bewegung zu jeder beliebigen Zeit ( 
der erste materielle Punkt die Abszisse 

+ <) xi = -i- «/iM 

hat, so ist bei der variierten Bewegung dessen Geschwindig- 
keitskomponente in der Abszissenrichtung zur Zeit t gleich: 

12) J^(.,+,^)-f^ + f?|ii. 

Unserer Übereinkunft gemäß bezeichnen wir ganz all- 
gemein den Zuwachs, den eine beliebige Größe beim Über- 
gang von einem ZustanH^^ der unvariierteu zum kürre- 
spondiereuden Zustande der variierten i^eweguiig erfährt, 
durch ein vorgesetztes <T. Da wir die £c-K(jnj])OTiente der 
Geschwindigkeit des ersten materiellen Punktes für die un- 
tariierte Bewegung mit a^/ bezeichnet haben, so ist also der 
Zuwachs, welchen diese x-Komponentc erhält, w^enn man 
von einem Zustande der unvariierten zum korrespondierenden 
Zustande der variierten Bewegung übergeht, mit äxj' zu 
bezeichnen. Daher ist nach Formel 12): 

Ebenso erhält man allgemein 

Ferner ist zur Zeit t die lebendige Kraft des ganzen Systems: 

Mm 

Der Zuwachs, den diese Größe beim Übergange von einem 
Zustande der unvariierten zum korrespondierenden Zustande 
der variierten Bewegung erfährt, ist also: 
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15) ÖTw, yi rn^xHdai. 

Wir können nun in der Gleichung 9) jedes Glied der 
Summe einzeln nach t integrieren und sie in der Form 
schreiben: 

16) 2 /"^TF*'»'"- / ^^*«»<'<-o- 

Jedes einzelne Glied der ersten Summe hat die Form: 

Integrieren wir partiell nach t, so geht es über in: 

Das erste Glied dieses Ausdrucks yerschwindet, da wir 
vorausgesetzt haben, daß sowohl für t als auch für 
t = tl sämtliche dx^ verschwinden. Das zweite aber redu- 
ziert sich bei Einftkhrung der obigen Bezeichnung auf: 

Nehmen wir dieselbe Transformation mit allen Gliedern der 
ersten Summe der Gleichung 16) vor und fassen dann wieder 
alle zusammen, so finden wir, daß sich diese Summe auf 

— fSTdt reduziert. Wir können daher die Gleichung 16) 

auch in der Form schreiben 

17) fy'^'^ ^'^H^^j^^^^f 

welche Relation man aus einem später zu erläuternden 
Grunde als das Prinzip der stationären Wirkung in seiner 
allgemeinsten Form zu bezeichnen pflegt Nicht zutreffend 
ist es, sie das fiamiltonsche Prinzip zu nennen, von dem 
sie, wie wir sehen werden, nur ein spezieller Fall ist 
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3n 

Der Ausdruck ^kX^öx^ der Formel 17) stellt die 

Arbeit dar, welche gegen die expliziten Kräfte geleistet wird, 
sobald das System ans der wirklichen Lage, die es zur 
Zeit / hatj in die korrespondierende, d. h. derselben Zeit 
entsprechende Tarüerte Lage gebracht wird (vergL I. Teil, 
§§ 16 und 26). Wenn eine Kraftfunktion V existiert, welche 
ftbrigens anch noch die Zeit explizit enthalten kann, so ist 
Xj^^ — dVjda^, daher nach Gleichung 10) 

8« 

18) ^kxjx^^^sr, 

wobei — ^Fdie ^'esainte Veränderung der Funktion r beim 
Übergang von der wirklichen zur variierten Bt'wegung unter 
ivonstantlialtung der Zeit t ist Existiert keine Kraftfunktion, 
oder sind dio Kräfte überhaupt nicht bloß als Funktionen 
der Zeit und dei Koordinaten gegeben, so wollen wir noch 
immer symbolisch 

19) ^kXj.dx^^-S'V 

setzen^ wobei der beigefSlgte Strich ausdrückt, daß die Summe 
kein yoUstandiger DiflPerentialausdruok ist Wenn wir nicht 
wissen, ob diese Summe ein vollständiger Ditierential- 
ausdrnck ist oder nicht, so wollen wir dies durch zwei dem ö 
beigef&gte Striche andeuten, so daB wir ganz allgemein die 
Gleichung 17) in der Form schreiben: 

20) JdtiST-^rri^o, 

wobei stets 

21) rr — yj-x^s^f. 



ist, und PS sind beide Striche wegzuhissen, wenn man sicher 
weiß, daß eine Kraftfunktion existiert; weiß man dagegen 
sicher, daß keine existiert oder die Kräfte überhaupt nicht 
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als Funktionen der Koordinaten und der Zeit gegeben sind, 
80 ist ein Stnch zu setzen. 

§ 4. Begriff der verallgemeinerten Koordinaten. 
Die im vorigen Paragraphen entwickelte allgemeinste 
Form des Prinzipes der stationären Wirkung erweist sich 
als besonders nützlich bei der Eoordinatentransformation. 
Wir haben bisher die Position jedes Massenpunktes des 
Systems darch dessen rechtwinklige Koordinaten bestimmt. 
Sehr oft empfiehlt es sicb^ irgend welche andere Variabeln 
einzufüliren, welche eben&Us dazu tauglich sind, die Position 
jedes Punktes des Systems zu jeder Zeit zu definieren. Man 
kann z. B. die Position jedes Punktes durch Polar- oder 
Semipolar- oder elliptische oder noch andere Koordinaten 
bestimmen. Wenn zwischen den Koordinaten der verschie- 
denen materiellen Punkte des Systems Gleichungen bestehen, 
so genügen oft wenige Variable zur Bestimmung der Lage 
sämtlicher materieller Punkte des Systems. So kann, wie 
wir im L Teile ersahen, die Position eines vollkommen freien 
starren Körpers im Baume durch sechs Variable bestimmt 
werden. Zur Bestimmung der Lage eines um eine feste 
Achse drehbaren starren Körpers reicht sogar eine einzige 
Variable hin. 

Wenn zwischen den dn rechtwink ligeu Koordinaten der 
n Punkte eines materiellen Systems t Grleichungen bestehen, 
80 sind noch 3n ~ r ^ « Koordinaten willkürlich; man sagty 
das System hat i Freiheiten. Die Zahl der unabhängigen 

Variabein, welche zur Bestimmung der Lage aller seiner 

Teile erforderlich ist, ist dann gleich der Zahl der Frei- 
heiten es können aher auch mehr [s] Variable verwendet 
werden. Im letzteren Falle sind dieselben jedoch nicht 
voneinander unabhängig, sondern es werden zwischen den- 
selben (F = s — i Gleichungen bestehen und man kaun sagen, 
daß durch Eini'übrung der neuen Variable von den Be- 
dingungsgleichungeu r — ^- — = Sn — s eliminiert wurden, 
da fridier t, jetzt nur meiir <r sc « i Bedingungsgleichongen 
vorhanden sind. 

Diese Elimination von Bedingongsgleichungen wird 
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häufig folgendermaüon bewerkstelligt. Man drückt die 3« 
rechtwinkligen Koordinaten durch 3n neue Variabeln aus 
und wählt letztere so, daß einige derselben vermöge der 
Bedingungsgleichungen für alle Zeiten konstant bleiben, 
dalier nicht den Charakter von Koordinaten, sondern von 
reinen Konstanten der Aufgabe li;iben, während nur die 
anderen als veränderliche Koordinaten übrig bleiben. Wenn 
z. B. ein materieller Punkt gezwungen ist, «^ich auf einer 
Ku^elfläche zu bewegen, so drückt man zuerst seine recht- 
winkligen Koordinaten durch gewöhnliche Poiarkoordinaten 
BXtSf deren Ursprung der Mittelpunkt jener Kugelfläche ist. 
Eine der Polarkoordinaten, nämlich die Entfernung Tom 
Kngelzentmm) ist dann konstant und es bleiben nnr die 
beiden Polarwinkel als veränderliche Koordinaten übrig. 

Es sei nun ein beliebiges System yon n materiellen 
Punkten gegeben; die rechtwinkligen Koordinaten derselben 
sollen wieder mitx^x^ * * • ^3» hezeichnet werden, und auch 
alle übrigen bisherigen Bezeichnungen sollen beibehalten 
werden. Femer seien i?j j?, . . . j?, irgend welche andere 
Variable, durch deren Werte ebenfalls die Position sämt- 
licher materieller Punkte des Systems bestimmt ist Wir 
wollen die p die verallgemeinerten Koordinaten des Systems 
oder kürzer die Parameter nennen. Nach dem Gesagten 
muß 8 gleich oder größer als die Anzahl i der Freiheiten 
des Systems sein und bestehen im letzteren Falle « — «' 
Gleichungen zwischen den p. 

Durch die Werte der p soll die Lage, d. h. es sollen 
die rechtwinkligen Koordinaten • * • sämtlicher ma- 
terieller Punkte des Systems bestimmt sein. Die letzteren 
Größen sind daher Funktionen der ersteren, was man in 
folgender Form schreibt: 



22) 



«2 (i'pft 



Sobald die rechtwinkligen Koordinaten mit den generalisierten 
durch eiu Gleiehaii|^yfitem voa der Form 22) verbanden sind, be- 
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Der einfachste und am liäufigsten vorkommende Fa.ll 
wird der sein, daß die B'^unktionen F, welche die recht- 
winkligen Koordinaten durch die generalisierten ausdrücken« 
die Zeit nicht explizit enthalten, daB sie also zu allen 
Zeiten dieselbe Form haben , was z. B. eintritt , wenn man 
rechtwinkhge Koordinaten durch Polarkoordinaten etc. aus- 
drückt. Wir bezeichnen die generalierten Koordinaten dann 
als skleronome. 

Die Funktionen F können aber auch mit der Zeit ver- 
änderliche Parameter enthalten, so daß ihre Form mit der 
Zeit kontinuierlich reränderlich ist. Man B$tgt dann, sie 
enthalten die Zeit explizit und drückt es dadurch aus, da& 
man unter dem Funktionszeichen i^der Yariabelnj? noch die 
Variable t explizit beifügt (rheonome generalisierte Koordi- 
naten). Letzterer Umstand wird immer eintreten, wenn durch 
Einführung der betreffenden generalisierten Koordinaten 
Bedingungsgleichungen eliminiert wurden, welche die Zeit 
explizit enthielten. 

Am einfachsten und zweckmäßigsten ist es natürlich^ 

zeichnon wir die letzteren alB holonome. In diesem Buche, mit Ane- 
nabmc von §§ 27 und 28 ist, sowie überhaupt in der bisherigen 

Mech iiiik, immer vorausgesetzt, laß die generalisierten Koordinaten 
holououie sind. Es kann aucli sem, daß bloß die Differentiale der 
rechtwinkligen Koordinaten durch die der geueraliaierteu gegeben 
sind, daß also im einfochsten Falle an Stelle der Gleichungen 22) 
Q-leichnngen von der Form 

28) dx^ = iZ^*^ dt ■i-'^ IP^^ d Ph 

treten. Wenn diese Gleichungen nicht auf lauter Gleichungen von 
der Form 

24) rfa?k = dJ»(f>i,i»». . .poO 

rednzierbar sind, so bezeichnen wir die generalisierten Koordinaten 
als nicht holonome. Alsdann treten auch an Stelle der Gleichungen 25) 

entsprechende Differentialgleichungen. Für nicht holonome genera- 
lisierte Koordinaten bedürfen die mnistoii im Texte entwickelten Lehr- 
sätze unter anderem schon die Lag rang eschen Gleichungen eineirganz 
wesentlichen Modifikation (vergL §§ 27 und 28, dann Wien. Sitzungsber. 
III, IIa, S. 1608, Desember 1902). Wenn es nicht möglich ist, mehr 
als g der Gleichungen 28) auf die Form 24) zu bringen, so nennen 
wir g den Grad der Niehtfaolonomitftt der generalisierten Koordinaten. 
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wenn die Funktionen F der Gleichungen 22) eindeutig und 
kontinuierlich sind, da dann die Position des Systems durch 
die generalisierten Koordinaten eindeutig bestimmt ist Doch 
läßt sich manchmal die EinMhrung mehrdeutiger Funktionen 
nicht yermeiden. Man kommt dann tberein, daß die Werte 
der generalisierten Eloordinaten mit bestimmten willkürlich 
gewählten beginnen und sich dann stets kontinuierlich mit 
der Zeit ändern sollen. Da auch die Werte der recht- 
winkligen Koordinaten sich stets kontinuierlich mit der Zeit 
ändern, so ist dadurch jede Mehrdeutigkeit ausgeschlossen, 
solange man nicht an eine Stelle kommt, wo sich mehrere 
Funktionswerte verzweigen. An solchen Verzweigungsstelien 
oder anderen singulären Stellen, wo die Funktionen dis- 
kontinuierlich, unbestimmt oder unendlich werden, sind 
immer besondere Betrachtungen resp. besondere Fest- 
setzungen notwendig, während an allen übrigen Stellen die 
zu entwickelnden Gleichungen richtig bleiben. 

Wenn zwisehuu den generalisierten Koordinaten Glei- 
chungen bestehen, so können natürlich die Funktionen F 
mittels derselben in verschiedene Formen gebracht werden, 
indem man die eine oder andere generalisierte Koordinate 
vermöge der zwischen den generalisierten Koordinaten be- 
stehenden Gleichungen durch die übrigen ausdrückt, oder 
sonst gewisse in den Funktionen i'"' vorkommende Ausdrücke 
unter Benutzung dieser Gleichungen in eine andere Form 
bringt 

Da zu jeder Beihe von kontinuierlich sich folgenden 
Wertekombinationen der x bis zu etwaigen V^^eigungs- 
punkten oder singulären Stellen eine einzige kontinuierliche 
Eeihe von Wertekombination ( n der p gehört, so kann man 
aus den Gleichungen 22] jedenfalls auch umgekehrt die p als 
Funktionen der x ausdrücken, was auf folgende Form 
fuhren soll 



25) 



Boltsmann, Mechanik II. 
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[Gl. 2«. 



wobei natürlich die Funktionen 0 ebeu falls in verschiedene 
Formen gebracht werden können, falls Q-leichungeu zwischen 
den rechtwinkligen Koordinaten bestehen. Anch die Funk- 
tionen 0 können mehrdeutig sein und einzelne singuläre 
Stellen haben, für welche dann die Gültigkeit der zu ent- 
wickelnden Gleichungen aufhört und besondere Betrachtungen 
erforderlich sind. 

Es hätte keine Schwierigkeit, mittels der Glei- 
chungen 22) in die ersten und zweiten Differentialqnotienten 
der X nach der Zeit, sowie in die Ausdrücke für die Kräfte 
die statt der x einzuführen. Die Substitution dieser Werte 
in die für die rechtwinkligen Koordinaten geltenden Be- 
wegungsgleichungen würde dann in jedem speziellen Falle 
die Form liefern, welche die Bewegungsgleichungen nach 
Einführung der verallgemeinerten Koordinaten annehmen. 

Wir wollen aber im folgenden zeigen, wie diese Form 
viel kürzer und ganz allgemein mittels des Frinzipes der 
stationieren Wirkung gefunden werden kann. 

§ 5. Begriff der verallgemeinerten Kräfte. 

Es seien {g^ ... x^^ beliebige Koordinatenwerte, 
P1P2 • • ■ ^^^'^ gehörigen Werte der p oder hei Mehr- 

deutigktut bestimmte dazu gehörige Werte der p. Den durch 
die Gleichungen 5) bestimmten Zuwachsen öx^^Üx^ ... Sx.^^^ 
der X Bollen die Zuwächse <5';>^ dp.^ . . . dp^ der p ent- 
sprechen, welche also jedenfalls auch sonst vollkommen 
willkürlich sind, nur daß sie mit den etwa zwischen den p 
bestehenden Bedingungen vereinbar sein müssen; die durch 
sie bestimmte Verschiebung des Systems, nennen wir die 
Verschiebung B. Dann folgt mit Ausnahme der singulären 
Stellen, Ton don^n jedenfalls nur einzelne vorhanden sein 
sollen^ aus den üleichungen 22): 

26) i-1.2,...3n. 

Wir ließen immer solche Zustände einander korre- 
spondieren, welche zu gleichen Zeiten gehören, d. h. bei der 
durch das Zeichen 8 angedeuteten Operation ist immer ein 
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Zustand der unvariierten mit dem der glichen Zeit t ent- 
sprechenden Zustande der variierten Bewegung zu Ter- 
gleichen. Infolgedessen muB bei Bildung Ton Sxj^ die Zeit i 
als unyeränderlicli angesehen werden, wogegen man für den 
während der Zeit dt bei der unyariierten Bewegung ein- 
tlaretenden Zuwachs von die Formel erhSlt: 

Die Koeffizienten der dp m Formel 26) sind die partiellen 
Ableitungeu der Funktionen F nach den p, also selbst wieder 
Funktionen der und eventuell der Zeit. Wenn man von 
1)estimmten Werten der x und p ausgeht, so sind bis zu 
den singulären Stellen die d'x eindt uiii: durch die Öp be- 
etimmt und umgekehrt-, da nirgends auber in den Ver- 
zweigungspunkten ein zu gewissen p gehöriges Wertsystem 
der X kontinuierlich in ein anderes oder umgekehrt über- 
gehen kann. 

Substituiert man die Werte 26) in den Ausdruck 21) 
für die bei der fingierten Verschiebung B geleistete Arbeit 
des Systems, so nimmt dieser die Form an 

1 1 

wobei 

29) *-l,2..., 

ist Durch Einfuhrung dieser Grölten erhält man aus Glei« 
ehung 17) oder 20): 

50) /(^ ^ ^h^P^"^* ' ^ • 

Die Richtigkeit der Gleichung 17) wurde für beliebige 
Tirtuelle Verschiebungen bewiesen, welche jedoch sowohl fOx 
i^t^ als auch ftLr < » ^ verschwinden mttssen. Es gilt also 
die Gleichung SO) ebenfalls für beliebige mit den Bedingungs- 
gleichungen verträgliche dpj^, sobald diese sämtlich filr jede 

2* 
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dieser beiden Zeiten Tersch^ luden ; denn man sieht leicht^ 
daß, wenn sämtliche dx verschwinden, dann anch sämtliche 
verschwinden müssen und umgekehrt 
Die Größen Pj^ spielen eine ganz analoge EoUe wie 
früher die Größen Xj^, Erstere heißen daher die ver- 
aUgemeinerten Kräfte, und zwar P^^ die in der Bichtang 
der verallgemeinerten Koordinate pj^ wirkende verallgemei> 
nerte Kraft oder auch die Projektion oder Komponente der 
Gesamtkraft in der Bichtung der Koordinate pj^. Wenn 
nämlich die Koordinatentransformation bloß in einem Über- 
gange zu anders gerichteten Koordinatenachsen besteht, so 
sieht man leicht, daß Pf^ im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
die Komponente der auf einen Punkt wirkenden Kraft in 
der Kichtung der betreffenden neuen Koordinatenachse ist. 

— $" V ist die bei einer bloß gedachten Verschiebung 
geleistete Arbeit Wollte man die während der Zeit dt fElr 
die nnvariierte Bewegung wirklich geleistete Arbeit 



berechnen, so wären natürlich für die dx die Werte 27) zu 

d V 

substituieren und es würde folgen —d V-^ dJ'^^* 

Wenn die X nur Funkticmen der Koordinaten sind und 
auch die Funktionen F der Gleichungen 22} die Zeit nicht 
enthalten, so aind die P ebenfalls Funktionen der ver» 
aligemeinerten Koordinaten, welche die Zeit nicht enthalten. 
Wir sagen dann, das System ist skleronom und skleronom 
bestimmt. Kuthnlten die X oder die F die Zeit explizit fist 
das System rlieonom oder rheonom l)estimmt. oder beides) so 
wird dies auch wenigstens von einigen der P gelten. Sind da> 
gegen die Xauch von den Geschwindigkeitskomponenten oder 
noch komplizierteren Größen abhängig, so enthalten natür- 
lich auch die P die Ableitungen der p nach der Zeit oder 
noch verwickelter gebaute Ausdrücke. Wenn die die 
negativen partiellen Ableitungen einer Funktion V (der Kraft- 
funktion) nacli der betreffenden Koordinate sind und V 
nur die Koordinaten und eventuell explizit die Zeit enthält, 
so daß 
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30a) = Ä==l,2...3» 

ist^ sü wird, wie sofort aus Gleichung 29) ersichtlich ist: 

31) p^»_ 5i|z.|5._|i:. 

* ^ dXk dpk opk 

Man erhält also dann die nach einer beliebigen generali- 
sierteu Koordinate wirkende generalisierte Kraft, indem man 
in der Kraftfunktion die rechtwinkligen Koordinaten x mittels 
der Gleichungen 22) durch die generalisierten Koordinaten 
ausdrückt, die so erhaltene Funktion der generalisierten 
Koordinaten und der Zeit nach der betreffenden generali- 
gierten Koordinate partiell diö'erenziert und schliel^lich das 
Vorzeichen umkehrt. 

Wenn zwischen den ^ keine Gleichung mehr besteht, 
80 kann man die nach wirkende rerallgemeinerte Kraft 
unabhängig yon den rechtwinkligen Koordinaten und den 
Komponenten der ILußeren Kräfte nach den Richtungen der 
rechtwinkligen Koordinatenachsen in der folgenden Weise 
definieren. Man läßt um Bp^^ wachsen, die übrigen p 
aber konstant, sowie auch die Zeit, insofern die Form der 
p mit ihr veränderlich ist Die dabei geleistete Arbeit 
— <5fc F durch den Parameter/Ai wachs Sp^^ dividiert ist die 
betreffende generalisierte Kraft Es ist also: 

dV V 

8ind die p nicht voneinander unabhängig, so können 
natürlich für jedes einzelne P verschiedene Ausdrücke auf- 
gestellt werden. Es lassen sich dann sämtliche äußere und 
innere nach jedem Parameter wirkenden Kräfte gar nicht 
durch allemige Betrachtung der Arbeitsleistung bei jeder 
virtuellen Verschiebung voneinander trennen, gleichwie allein 
durch Angabe der Arbeitsleistung bei jeder virtuellen Ver- 
schiebung s:Liiit.iichc Komponenten der aut alle materiellen 
Punkte wirkenden äuBeren Kräfte nach den rechtwinkligen 
Koordinaieunchtungen in d(!m Falle ebenfalls noch keines- 
wegs bestimmt sind, daß zwischen den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten Gleichungen bestehen. 
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Wenn aber die X. so\sie dip in den Gleichungen 22) 
vorkoTiinicndPTi Fuuktioiien /' ^t-Teben sind nud man daran 
iicme iLiiimnationen mittels der Hedingungagleicbungen vor- 
niiniint, so sind die Ausdrücke 29} bestimmt. Es sind jene 
Werthe, welche die Formel 291 fre^^p. H'_>'') geben würde, 
wenn man ohne Rücksicht auf die Bedmgungsgleichiirto^en 
alle p bis auf konstant läßt, aus den Gleichungen 22) 
die dazu gehörigen Änderungen der rechtwinkligen Koordi- 
naten und mittels der Formel 28) V berechnen würde. 

Die generalisierten Ki^Ute haben natürlich nicht immer 
die Dimensionen einer Kraft im gewöhnlichen Sinne. Da 
P,^<ypj^ immer die Dimensionen einer Arbeit hat, so hat 
6. die Dimension einer mit einer Länge multiplizierten 
Kraft (einer Arbeit^ eines Drehmomentes), wenn pj^ ein 
Winke), also eine bloße Zahl ist. 

§ 6. Generalisierte Oeschwlndigkeit, lebendige Kraft» 
generalisiertes Xomeiit. Eine sehr aUgemeine Gleichung. 

Wir wollen nun den Differentialquotienten einer be- 
liebigen Größe nach der Zeit wieder mit einem angebängten 
Strich bezeichnen und die Differentialquotienten pu p^. . . 
der Terallgemeinerten Koordinaten nach der Zeit die Ter- 
allgemeinerten Geschwindigkeiten nennen. Die Division der 
Gleichung 27) durch dt liefert: 

38) aT+^'f'-lt * = 1.2...3». 

Da die partiellen Differentialquotienten der Funk- 
tionen der p und der Zeit sind, so sind also durch diese 

Formel die gewöhnlichen Geschwindigkeitskomponenten .t 
als Functionen der verallgemeinerten Koordmaieii p und 
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten jo' ausgedrückt und 
zwar sind sie bezüglich der letzteren Größen linear. Dies© 
Funktionen werden die Zeit dann noch explizit enthalten, 
wenn diese auch in den Funktionen F explizit enthalten ist 
(wenn die vera11c'<^''mpiüerten Koordinaten rhconom sind). 

Der partielle TiiHerentitdquotient eines so ausgedrückten 
x\ nach p\ (d. h. der daraus unter Konstanthaltung aller 
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übrigen p\ aller p und der Zeit, wenn letztere explizit in 

(Jx'j^löp\ enthalteü ist, gebildete) ist 

also gleich dem aas 22) gebildeten partiellen Dilterential- 
quotienten des entsprechenden x nach dem entsprechenden p. 
In den rechtwinkligen Koordinaten ausgedrückt ist die 
lebendige Kraft durch Formel 14) gegeben. Substituiert 
man für die x die Werte 33), so folgt T als ganze Fnnktion 
zweiten Grades der p\ Wir wollen setzen 



35) 




IT 1 



wobei wir unter und o^^ stets dieselbe Größe, nämlich 
den halben Koeffizienten Ton p\p\ im Ausdrucke für T ver- 
stehen. Die beiden Glieder, welche man erhält, einmal, 
w^n man in der ersten Summe den Summationsbuchstaben 
gleich k und in der zweiten gleich k, das andere Mal, wenn 
man in der ersten Summe den Summationsbuchstaben gleich 
k und in der anderen gleich k setzt, addieren sich dann zu 

Die Koeffizienten a, ß und y werden noch die generali- 
sierten Koordinaten p in irgend einer von der Form der 
Funktionen F abhängigen Weise enthalten. Falls die Funk- 
tionen F der Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit ent- 
halten, also, wie wir uns ausdrückten, für skleronome 
generalisierte Koordinaten verschwinden die ß und y und T 
wird eine homogene quadratische Funktion der p\ 

Man bezeichnet den partiellen, d. h. bei Konstant- 
haltung des aller jt? und aller übrijE^en p gebildeten DiÜ'e- 
rentialquütieiiten von T nach mit q^^ und nennt ihn das 
betreffende generalisierte Moinent. Ks ist also: 

« 
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Wenn man den Verlauf der iinvariierten B^wec^uDis^ ver- 
folgt, so sind allerdings sämtliche p Jj'imktionen der Zeit 
allein und freilich auch der Anfangswertö, mit denen die 
Bewegung begonnen hat, so daß bei einem gegebenen 
Systeme und gegebenen Anfangswerten, wenn eines der p 
gegeben ist, dadurch im allgemeinen alle anderen bestimmt 
sind, entweder eindeutig oder mehrdeutig, manchmal freilich 
uueudüch vieldeutig, selbst so, daß sie noch eine kontiniiier' 
lieh zwischen gewissen Grenzen liegende Mannigfaltigkeit 
von Werten an nehmen können. Diej»' aber sind zudem die 
Differentialquotieuten der entsprechenden p nach der Zeitw 

In Formel 36) aber, wie auch schon früher bei Bildung 
aller partiellen Differeutialquotienten, wird dies gar nicht be- 
rücksichtigt. Es wird filr einen AugenbUck T einfach als 
ein Ausdruck betrachtet, der in gegebener Weise aus den 
p und p' zusammengesetzt ist und ohne Rücksicht auf die 
Bedeutung der p und p' gerade so partiell differenziert 
wird, als ob sich jedes der p und jedes der p' unabhängig 
Ton allen anderen für sich allein beliebig ändern könnte, 
was z. B. dann wirklich der Fall wäre, wenn man nicht 
bloß die Zeit, sondern auch jeden der Anfangswerte der 
p und p als beliebig yeränderlich hetrachten würde. 

In dem speziellen Falle, daß die generalisierten Koordi- 
naten mit den rechtwinkligen zusammen&Uen, ist p^ = Xf^ 
daher T durch den Ausdruck 1 4) gegeben und man hat 

q^^ ist also dann das, was wir schon im L Teile das in der be- 
treffenden Koordinatenrichtung geschätzte Bewegungsmoment 
genannt haben. 

Denken wir uns in den Ausdruck für jT die generalisierten 
Koordinaten eingeführt, so daß er die Form 35) annimmt, 
BO folgt zunächst für jeden Zeitmoment: 
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Hierbei ist Spj^ der Zuwachs, welchen der Wert der 
generalisierten Koordinaten p^^ beim tlbercranfre Ton dem do]- 
Zeit t entspreclienden Zustande der unvari irrton zum korre- 
spondierenden Zustande der variiert^o Bewegung erfälirt 

Pj^' = ^ ist der Wert der entspre<^enddn generalisierten 

Geschwindigkeit zu dieser Zeit für die unyariierte, 

der für den korrespondierenden Zustand der variierten 
Bewegung. Der Zuwachs, den diese generalisierte Ge- 
schwindigkeit beim Übergang von der unvarüerten zur 
yarüerten Bewegung erfährt, ist also; 

89) = 

Addiert man zur Gleichung 38} beiderseits den Ausdruck 

1 

multipliziert mit dt und integriert Ton t^histi, so ergibt sich: 



40) 



* 1 L ^ f , 



Irgend ein Glied der ersten Summe der rechten Seite dieser 
Gleichung liat mit Inbegriti der Integration nach i die ij'orm 

*t 

«(. ' 

was unter Berücksichtigung der Gleichung 39) durch par- 
tielle Integration gleich 

gefunden wird. Transformiert man jedes Glied der rechten 
Seite der Gleichung 401 in dieser Weise und vereinigt dann 
wieder alle diese Glieder, so ioigt allgemein: 
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41) 



Die Qiiltigkeit dieser Gleichung ist keineswegs an die 
Bedingung geknüpfty daß für die Integrationsgrenzen, also 
for < s und t^t^, die Variationen sämtlicher Koordinaten 
Terschwinden. Wenn dies jedoclt der Fall ist, wenn also 
für t s ^0 und t^t^ sämtliche 8p Terschwinden, so yer- 
schwindet das letzte Glied der rechten Seite der Gleichung 41). 
Andererseits aber yerschwindet in diesem Falle auch die 
linke Seite dieser Gleichung gemäß der Gleichung 30) und 
es folgt somit in diesem speziellen Falle: 



42) 



§ 7. Erste Form der Lagrangeiohen Bewegungsgleichung 

Wenn zwischen den p keine Bedingimgsgleichungen 
bestehen, so sind in Gleichung 42) sämtUcbe öp Toneinander 
unabhängig und man karm aus der Allgemein gültigkeit dieser 
Gleichung leicht beweisen, daß alle Koefüzienten aller dp 
für alle Zeiten verschwinden müssen. Denn würde der 
Koeffizient irgend eines der Sp, z. B. der Ton (^jy^^, nicht 
für alle Zeiten verschwinden, so könnte man für alle Zeiten, 
für welche er positiv ist, auch $pj^ positiv, für alle, für welche 
er negativ ist, auch 8pj^ negativ, dagegen alle anderen 8p 
gleich Null wählen. Die linke Seite der Gleichung 42) wäre 
dann notwendig positiv und könnte nicht verschwinden, was 
mit dem eben Bewiesenen in Widerspruch steht Man hat 
also zu allen Zeiten und, wenn alle Funktionen kontinuier- 
lich sind, auch beliebig nahe an und t^i 
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Die Zahl s der generalisierten Koordinaten kann niclit 
kleiner sein, als die Zahl i = 3/? — r der Freiheiten des 
Systems, weil sonst eine Bestimmung der Lage sämtlicher 
Punl'te des Systems durch die generali isierten Koordinaten 
unmöglich wäre. Ist s = i, so triiL der eljen betrachtete 
Fall ein, daß zwischen den generalisierten Koordinaten 
keinerlei Bedingungsgleichungen bestehen. Die generali- 
sierten Koordinaten werden aber nur dann holonom sein 
können, wenn das System selbst ein liolonomes ist. Ist da- 
gegen 9 > SO bleiben zwischen den generalisierten Koordi- 
naten noch <rs«~t = «->3n-fT Bedingongsgleichimgen 
übrig. 

Beim Gebrauche rechtwinkliger Koordinaten hatte die 
^te Bedingnngsgleichung die Form 2). Fttbren wir vermöge 
der Gleichungen 22) nnd 27) die generalisierten Koordinaten 
ein, so nimmt diese Bedingungsgleichnng die Form an 

» 

wobei 

44a) ^-r+^Ä^,^ »i-^^'iä- - 

Bei Bildang der partiellen Differentialqnotienten der x sind 
diese natürlich vermdge der Gleichungen 22) als Funktionen 
von t nnd den p zu betrachten. Wenn eine Bedingungs- 
gleichnng Ton den generalisierten Koordinaten identisch er- 
füllt wird, so müssen für dieselbe sämtliche ic identisch ver- 
schwinden. 

Die der Bedingung 44) entsprechende Bedingungs- 
gleichnng für den Übergang yon einem Zustande der 
unvariierten zum korrespondierenden Zustand der yariierten 
Bewegung aber wird, &lls nicht alle n Terschwinden und 
sie daher identisch erfüllt ist, lauten: 



45) 



1 
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Die n sind naittrlich jetzt FunktiODeD der generalisierten 
Koordinaten^ welche anch die Zeit explizit enthalten können. 
Letzteres wird jedoch niemals der Fall sein, wenn die früher 
mit i^nnd | bezeichneten fNinktionen die Zeit nicht explizit 
enthielten. 

Bei der in der Anmerkung auf Seite 5 § 1 angedeuteten 
Variationsmethode, bei welcher die korrespondierenden Zu- 
stande nicht gleichen Zeiten entsprechen und daher auch 
die Zeit Tariiert wird, welche wir aber vorläufig nirgends 
anwenden werden, müßten an Stelle der Qleichungen 45) 
die Gleichungen treten: 

» 

46) n^8t + ^Idpk = 0 . 

1 

Falls das System holonom ist, werden auch die Be* 

dingungsgleichungen 44) holonom sein, d. h. sich auf tr 

Gleichungen von der Form 

reduzieren lassen. Wenn dagegen das System inholonom 
Tom Grade ff ist, so müssen g von den Gleichungen 44) 
übrig bleiben, die sich nicht auf diese Form bringen lassen* 
Itk ersten Falle haben die Bedingungen, welche fär 
den Ubergang vom unvariierten zum yariierten Zustande 
gelten, ebenfadls die Form 

48) ^9(Pi>2h ' ' •l'.? 0 = 

und es kommt ilineii eine überaus einfache Bedeutung zu. 
Diese Gleichungen besagen nämlich, daß die Funktion (f 
beim UfxTgunge von jedem Zustande der unvariierien zum 
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung eben- 
falls denselben konstanten Wert behalten muß, der ihr auch 
für die ganze uu variierte Ke\veguug zukommt, daß also auch 
während der ganzen variierten Bewegung diese Funktion 
jenen konstanten Wert haben muß, oder mit anderen Worten, 
daß auch die Tariierte Bewegung aus lauter Lagen bestehen 
muß, welche mit den Bedingungsgleichungen yereinbar sind, 
d. L selbst mit diesen Tereinbar sein muß. 

Wenn die Bedingungen in der Form gegeben sind: ^ » 
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einer geg bcuen Konstanten, so ist dieser Satz selbstverstaad- 
lieh umkehrbar, d. h. jedesmal wenn die variierte Bewegung 
in ihrem Verlaufe den Bedingungen genügt, muß ihnen auch 
jeder Übergang von einem Znstande der unTariierten zum 
korrespondierenden Znstande der yariierten Bewegung ge- 
nügen. Sind dagegen die Bedingungen bloß in der Form 47) 
gegeben, so könnte im Verlaufe der variierten Bewegung (p 
gleich einer Eonstanten sein, deren Wert von dem für die 
unvariierte Bewegung geltenden etwas verschieden wäre. 
Dann könnte der Verlauf der unvariierten Bewegung den 
Bedingungen genügen und auch der der variierten für sich, 
nicht aber der Übergang von der einen zur anderen. Doch 
ist diese Möglichkeit sofort wieder ausgeschlossen, wenn die 
Koordinaten für ^ » und ^ = ^ nicht variieren. 

Die Bedeutung, welche den Variationsbedingungen im 
zweiten Falle, wenn das System inholonom ist, zukommt, 
wollen wir im nächsten Paragraphen erörtern. Hier 
wollen wir zunächst zeigen, wie die <Tleichung 42) zu be- 
handehi ist, wenn beliebige ßedingungsgleichungen zwischen 
den ^ gegeben sind, deren Anzalil rr sei. Wir setzen voraus, 
daß jede derselben in die Form 44) gebracht werden kann, 
welcher zwischen dtu Koordiuatenvariatiouen die Be- 
dingung 45) entspricht. Wir multiplizieren die Q-leichung 45) 
mit einem zn bestimmenden I aktor X^, welcher Funktion 
der Koordinaten und der Zeil sein kann, summieren dann 
bezüglich l von 1 bis rf, multiplizieren ferner mit dt, inte- 
grieren von f. ^ t^^ bis / = und addieren endlich das Re- 
sultat zur linken Seite der Gleichung 12'. 

Die A können dann so bestimmt werden, daß in der 
auf diese Art erhaltenen Gleichung die Koeffizienten von <r 
der Sp verschwinden. Die Übrigen cJp sind aher unab- 
hängig und man beweist durch dieselbe Schlußweise, durch 
welche wir die Gleichungen 4d) erhielten, daß auch ihre 
Koeffizienten verschwinden müssen. Die Nullsetznng aller 
dieser Koeffizienten liefert die Gleichungen: 



30 L § 8. Bedeutung der VariationsbediDguQgeii. [61.50.51. 



Dies sind die allgemeinen von Lagrange zuerst anf^egebenen 
BewegungSjEfleichungeii in gc tw ]-nligierteii Xoardinaten. Falls 
eine Kraftfuiiktion existiert, nehmen sie die Form au 



während man in diesem Falle auch schreiben kann 

wenn V die Geschwindigkeiten nicht enthält 

§ 8. Bedeatong der Vanationsbedingnuigen für nicht 

holonome Systeme. 

Wir gehen nun zur Erläuterung der Bedeutung ttber, 
welche die Variationsbedingungen für nicht holonome 
Systeme haben. In diesem Falle ist es durchaus nicht 
ein- und dasselbe, ob man sagt, der Yerlauf der variierten 
oder der Übergang von der unvariierten zur variierten 
Bewegung solle die Bedingongsgleichungen erfüllen* Da 
nämlich dann gewisse Bedingungsgleichungen nicht inte* 
grabel sind» so brauchen sie, wenn sie von einem be- 
stimmten Übergange aus einem Anfangszustande in 
einen Zustand Z^, und wiederum von einem Übergange 
aus dem Zustande in einen Zustand Z^ gelten, nicht 
auch von jedem anderen Übergange aus dem Zustande Z^ 
in den Zustand Z^ zu gelten. Daraus also, daß diese 
Bedingungsgleichungen für jeden Übergang aus einem Zu- 
stande der unvariierten Bewegung in den korrespondieren- 
den Zustand der variierten Bewegung gelten (Übergang 
folgt dann nicht, daß sie auch far den Übergang von jedem 
zum nächsten Zustande der variierten Bewegung gelten 
(Übergang B), 

Beim Übergange B gehen die Werte, welche die Ko* 
ordinaten bei der variierten Bewegung zur Zeit t haben 
(Ä-te Koordinate ^ + ^Ph)> diejenigen Über, welche 

sie für die variierte Bewegung zur Zeit i + cfi haben i^/i-te 



50) 
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Koordinate — + Spj^ + dpj^ + d Sp^ Wir können daher 
die Form, welche die Gleichang 44) fär diesen Übergang 
annimmt, symbolisch so schreiben: 

1 



was durch äubtraküon der G^Ieichung 44) liefert: 




+ i *f <'A*A+ ^*^dSp^^<i. 

^ 1 \ 1 

Gleicliung 45; drückt aus, daß die entsprechende Be- 
din.mmg lür den Ubergaii,i; A zur Zeit t gilt, d. L. lur den 
l'bergang vom ursprünglichen Zustande zur Zeit t zum 
variierten zur selben Zeit. Die Gleichung, ■^•elche aus» 
drückt, da(3 dieselbe Bedingung auch zur Zeit t dt für 
Ubergang A erfüllt ist, d. h. für den Ubergang aus dem der 
Zeit t dt entsprechenden ursprünglichen Zustande zu dem 
derselben Zeit eiiispreclienden variierten Zustande, finden 
wir, iiiuf in wir Gleichung 45), in weicher wir den Summations- 
buchstabeu auch mit k bezeichnen können, nach t diffe- 
renzieren, wodurch folgt: 




Die Gleichung 53) ist sicher mit 52) identisch, wenn all- 
gemein 

Sph '~ Bt (^ Pk ~ öpn 

ist, d. h. wenn die Bedingung holonom ist. Andernfalls sind 
beide Gleichungen im allgemeinen nicht identisch. Wenn 
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also auch der Übergang Yon jedem Zustande der anyarüerten 
zum entsprechenden Zustande der Tariierten Bewegung den 
Bedingnngsgleichungen entsprechend geschieht, so folgt 
daraus noch nicht, daß auch die Reihenfolge aller variierten 
Zustande eine den Bewegungsgleichungen entsprechende Be- 
wegung liefert 

Besonders auffallend tritt dies hervor, wenn man von 
dem variierten Zustande wieder zu einem neuen variierten 
Zustande etc. ttbergeht» bis man schließlich zu einer variierten 
Bewegung gelangt, welche um endliches von der ursprüng- 
lichen Bewegung, welche wir die unvariierte nannten, ver- 
schieden ist Wenn dann auch jeder Übergang von jedem 
Zustande irgend einer der variierten Bewegungen zum 
korrespondierenden Zustande der nächstfolgenden variierten 
Bewegung den Bedingungsgleichungen gemäß erfolgt^ so kann 
doch die Beihenfolge der Zustände, zu welcher man ganz 
zuletzt n;elangt ist, eine Bewegung bilden, welche die Be- 
weguiigo^leichurigeu nicht mehr im entferntesten erfüllt. 

Wenn /. B. das System eine Kugel ist, so ist die Be- 
dingung, (laß sie iiuf eiuer festen Flüche rollen muß, eine 
nicht holonome, wird also durcli eine nicht integrable Glei- 
chung von der Form 44), die aber weder die Zeit noch 
deren Difi'ereutiui enthält, dargestellt. Die Bedingung für 
die Richtigkeit der Gleichung 42) ist dann, daß der tiber- 
gang von jedem Zustande der unvariierten zu dem korre- 
spondierenden Zustande der variierten Bewegung durch 
Rollen auf dieser Fliiche ireschieht. Hieraus und aus dem 
Umstände, daß die unvariierte Bewegung ein Rollen aur 
derselben Fläche ist, folgt aber nocli keineswegs, daß auch 
die durch die Beihenfolge der variierten Lagen dargestellte 
Bewegung wieder ein Rollen auf dieser Fläche ist.^) 

Bei holonomen Systemen können wir die Bedingungen, 
denen die variierte Bewegung gentigen muß, in einem 
Satze aussprechen, in dem gar nicht davon die Rede ist, 
welchem Zustande der unvariierten Bewegung man jeden 
Zustand der variierten Bewegung korrespondieren läßt, in- 

*) Veigl. Holder, Gott Nachr. 1896, Heft 2, S. 122. 
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dem wir bloß sagen, die variierte ßewegunsi; muß als solche 
ganz unabhängig von der unvariierteu den Bedingungs- 
gleicbungen geniigen. Die Bedin,giingen dagegen, denen bei 
nicht holonomen Systemen die variierte Bewegung genügen 
muß, sclieint ihrer Formulierung nach davon abhängig zu 
sein, welchen Zustand der variierten Bewegung man bei 
Bildung der Öp mit einem jeden Zustande der unTariiertea 
Bewegung vergleiclit (ihm korrespondieren läßt), da wir 
sagten, die variierte Bewegung muß so geschehen, daß der 
Ubergang Ton jedem Zustande der nnTarüerten Bewegung 
zu dem korrespondierenden Zustande der variierten Be- 
wegung den Bedingungsgleichungen genügt Wir wollen dies 
knr/> die Höldersche Art der Variation nennen. 

Es kann also die Frage aufgeworfen werden, ob eine 
bestimmte, dieser Bedingung genügende yariierte Bewegung 
nicht aufhört, ihr zu genügen, wenn man nichts anderes 
verändert, als daß man mit jedem Zustande der unvariierten 
Bewegung nicht denselben Zustand der variierten Bewegung 
wie früher, sondern einen zu einer unendlich wenig ver- 
schiedenen Zeit gehörigen Zustand der variierten Bewegung 
korrespondieren läßt. Eis muß dann, wenn man von der 
unvariierten Bewegung nach der Hölderschen Variationsart 
zu einer ersten variierten, von dieser wieder nach der 
Hölderschen Variationsart zu einer zweiten, dann zu einer 
dritten u. s. f. übergeht, bis man zu einer um endliches ver- 
schiedenen BeweguBgsart gelangt, diese, die zwar den Be- 
dingungen der Aufgabe im allgemeinen gar nicht mehr 
genügen wird, doch eine gewisse charakteristische Eigen- 
schaft haben, welche zum Ausdruck bringt^ daß sie durch 
lauter Variationen nach der Hölderschen Art aus einer 
den Bediugunj^eu der Aul'gabe genügenden Bewegung ent- 
standen ist. 

Daß in der Tat das charakteristische Merkmal der 
Höldersclien Variationsart nicht gestört wird, wenn man 
unter Beibt^haltung derselben variierten Bewegung bloß jeden 
Zustand derselben einem etwas anderen Zustande der 
unvariierten Bewegung korrespundieren laßt, sieht man 
in der folgenden Weise; Wenn früher der Zustand B 

Boitsuaana, Mediftuik II. 3 
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der varÜLTten Bewegung dem zur Zeit t geht'h'igcm Zu- 
stande A der unvariiertPTi Bewegung, jetzt dem zur Zeit 
t + Öt gehiirigen Zustuiide der unvarüerten f>H\vegung 
korrespondiert, so möge 3p die frühere, S^p die jetzige 
Variation irgend einer Koordinate p, dagegen dp der Zu- 
wachs sein, welchen diese KoordiDate liei der unvariierten 
Bewegung beim Übergang vom Zustande A zum Zustande A^^ 
also bei der natürlichen Bewegung während der Zeit Öt 
erfährt, so daü dp ^p'dt ist. Es ist dann S^p an Sp — dp, 
und da die Bedingungsgleichungen die dp linear enthalten, 
80 müssen ihnen auch die p genügen, wenn ihnen die Sp 
genügen. Denn die dp genügen ihnen, weil sie einer natür- 
lichen» also einer jedenfalls möglichen Bewegung entsprechen. 

§ 9. Zweite form der Lagrangesehen Gleichungen. 

Wir können die Gleichung 49) in eine andere Form 
hringen, wenn wir statt der yerallgemernerten Geschwindig- 
keiten p' die Momente q einführen, wohei wir uns aber auf 
den Fall beschränken wollen, daß die Funktionen F der 
Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit enthalten, daß also 
die mit ß und y bezeichneten Koeffizienten im Ausdruck 
für T verschwinden (daß die verallgemeinerten Koordinaten 
skleronom sind). Die Belationen 36), welche uns die q als 
Funktionen der p' ausdrücken, können, wenn man die 
Koeffizienten a als gegeben betrachtet, auch als s lineare 
Gleichungen aufgefaßt werden, aus denen umgekehrt die p' 
als lineare Funktionen der q bestimmt werden können. Die 
betreffenden Gleiciiungen lauten dann so: 

1 

Die KoeJtjzienten a sind Funktionen derp, welche wir ver- 

m<)ge der Gleichungen 14), 22), 33) und 35) leicht berechnen 
können, wenn die Massen der materiellen Punkte und 
die Funktionen F gegeben sind. Daher sind nueb die b 
Funktionen der;?, die sich in bekannter Weise als Quotienten 
zweier die a enthaltender Determinanten darstellen. Die 
Determinante im Nenner ist für alle p gleich^ die im Zähler 
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ist wegen = a^^^ ebenfalls für dieselbe wie für b^^, 
woraus folgt: 

Die Anfldsung der linearen Gleichungen 36) nach den q 
wäre nur dann unmöglich, wenn die Determinante aller a 

Oll, ... Öj, 
<*12» • • • ^« 



56) 



Tersch winden würde. Dies kann aber niemals für reelle 



3n 



Werte eintreten. jPist nämlich gleich ^^^fnnUht» ^so eine 

Summe Ton Quadraten mit positiven Koeälzienten. Es kann 
also nur verschwinden, wenn alle x' und daher auch alle p' 
verschwinden. Das Verschwinden der Determinante 56) ist 
aher die Bedingung, daß die linearen Gleichungen für die p', 
welche man erhält, wenn man alle q gleich Null setzt, eine 
andere Auflösung als das Verschwinden sämtlicher p' zu- 
lassen. Würde also diese Determinante 56) verschwinden, so 
würden aus den Gleichungen 36) immer gewisse Werte der p' 
bestimmbar sein, welche nicht alle verschwinden, für welche 
aber alle q und daher auch T verschwinden würden, da ja, 
wie man sofort durch Einsetzen der Werte 36) für die q sieht, 

1 

ist Die Grleichung 57) ergibt sich auch in folgender Weise. 
Wenn /"eine homogene Funktion rt-ten (irades von ^n^j •••2^,» 
ist^ so hat man bekannUicU: 

Setzt man / = T, = y^, so folgt hieraus sofort tlie (Tlei* 
chuüg 57), da T, wenn die Funktionen F die Zeit nicht 
explizit enthalten, eine iioniogene quadratischn f^'unktioii 
der p' und d Tidp',^ = ist. Tn den in 43) uu*l 49} vor- 
kommenden Glrößen d Tj d p^^ ist T durch die Gleichung 35) 

8* 
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als Funktion von den p und p ausgedrückt zu denken, d. h. 
es sind bei der Diö'erentiation alle übrigen p und alle p als 
konstant zu betrachten. Wir können aber in T die p' ver- 
möge der Gleichungen 54) als Funktionen der p und q 
ausdrücken. Dann erhalten wir T als Funktion der p und q 
ausgedrückt Weil es homogene quadratische Funktion 
der y war, diese aber wieder homogene lineare Funktionen 
der q sind, so wird T auch als homogene quadratische 
Funktion der q erscheinen. Es sei etwa: 

Die Koeffizienten o sind natürlich Funktionen der p und 
es ist identisch Cj^i- • 

Den aus diesem Ausdrucke gebildeten partiellen Diffe- 
rentialquotienten von T nach pj^y wobei abo nebst der 
anderen p nicht die p\ sondern die q als konstant /.vl be-» 
trachten sind, wollen wir mit 

bezeichnen. Wir wcriltii ihn erhalten, wenn wir zuerst T 
als Funktion von p und p au?*drückeu und darin die // 
Yerini'ge der Gleicliungen 54) als Jb'uuktionen der p und q 
betrachten. Es ist also: 

^ Tii"" dp^ ZU dp'M dp» dp» dp, * 

d.,'Tjdpu ist die im ursprüiiLdichen Sinne gebildete 
partielle Ableitung, wo T als Funktion der p und p' zu 
denken und unter Knnstantlialtung (bn- ;/ nur insoft ru 
nach zu diflferen/ieren ist, als diese Größe in den ivo- 
effizienteu a der Formel 35) vorkommt. ^Vkl^V^ ^^''^^ 
aus Formel 541 unter Konstanthaltung der q und alleinigen 
Differentiation der Koefti/ienten b nach p^ zu bilden. 

Bei Bildung von 6 Tjöpt\ ist es se1h<^tYerstiin(dich, daß 
die iibrigen // und die p als konstant anzustellen sind, wes- 
halb wir dem d nicht den Index p' rinhilngti n. ^yie ^vir 
den Ausdruck 5d) bildeten, so können wir auch den partiellen 
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Differeiitialiiiiotieiiteit von T nach bilden, indem wir zu- 
erst T als» Funktion von p und p' ausdriicki'n und dann 
die p durch die (Tleiubungen 54) dnrcli;^ und q ausdriieken, 
wo dann bei Bildung der dp'jdq die -mderen q und die j» 
als konstant zu betrachten sind. }^ wird also: 



60) 



dqh ^ dp'k Ö?» ^ 



Andererseits folgt aus Gleichung 58): 

Da dies nach Gleichung 60) gleich dem durch Gleichung 54) 
gegebenen Werte von p\ sein muß, und die Geschwindig- 
keiten und daher anch die q unabhängig von den Koordi- 
naten alle möglichen Werte haben können, so müssen in 54) 
und 61) alle Koeffizienten der q gleich sein; man hat also 
allgemein: 

62) = c^, . 

Die partiellen Differentialquotienten der p' köQncn wir 
folgendermalieu eliminieren. Wir denken uns in Glei- 
chung 57) die p\ vermöjz;e der (Tleichungen 54) als h'unk- 
tionen der p und q ausgedrückt und dann nach diffe- 
renziert, indem wir die übrigen p und alle q konstant be- 
trachten. Der Differentialquotient des Tj den vir so links 
erhalten, ist genau das, was wir schon in 59) mit "^I^Pn 
bezeichnetea; ebenso ist rechts der Diüerentialquotient des 
p\ das, was wir in der rechten Seite von 59) mit dpfjdpj^ 
bezeichneten. Wir erhalten also, indem wir 57) in der be- 
sprochenen Weise nach pj^ partiell differenzieren 



Wir unterlassen es wieder, in diesem Ausdrucke dem B Im 

Zaliicr den Iudex q anzuhangen, da ea, wenn wir nach einem der q 
partiell diflferenzieren, selbstver;?t;iiidlich ist, daß wir alle übrigen q 
und alle p als konstant anzusehen haben. 
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was mit 59) zuBammeugehalten liefert: 

«8) ^ — -af- 

Wenn wir 57) genau in demselben Sinne, in dem wir es 
soeben nach jo^ diflerenzierten, nun nach g^^ differenzieren, 
so müssen wir alle übrigen 9^ und alle p^^ konstant lassen 
und die p' durch die und q^^ ausgedrückt denken. Die 
Summe rechts in 57) enthält oiieubar das Glied gj^p\, welches 
nach diüerenziert lieiert 



dqk 

während in allen anderen Gliedern dieser Summe das be- 
treffende q als konstant zu betrachten ist. Mit Bficksicht 
hierauf erhält man aus 57] 

was mit Gleichung GO) übereinstimmt. 

Will man in der von uns gewählten Be/cichnungsweise 
ausdrücken, daß in den dleichinigen 43), 40) und 5U) bei 
Bildung der partiellen Dili'erentialquotienten die p und p' 
als indepeudent zu betrachten sind, so müßte man diese 
Gleichungen so schreiben : 

«") ^ = ^ + ^'* 

und 

Würde man dagegen p und q bei Bildung der partiellen 
Differentialquotienten als independent betracliten, so würde 
hieraus nach 63) folgen: 

«6) !^=+n-lv! 
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und 

Natürlich würd man die Indizes des d weglassen, wenn man 
ein für allemal ausgemacht hat, welche partielle Differential- 
quotienteu man memt 

Wenn die Kräfte eine Krafkfunktion haben, die nur die 
Koordinaten, eventuell noch die Zeit enthält^ so verwandelt 
sich die Gleichung 67) in: 

Da aber V die q nicht (.nthält, so ka^ man die Glei- 
chung 08) auch so schreiben: 

Setzt man nun 

70) ^ « r + F, 

so ist E die Größe, welche, wenn V die Zeit nicht enthält» 

während der ganzen Bewegun,^ konstant bleiben muß. Man 
kann dann die Beweguiigsgleichuiigen in der symmetrischen 
Form 

Tt-üq.' dt'^-dp,-^^^^''^ 

schreiben, welche man die Ha niil totische kanonische Form 
derselben nennt AVenri nebst den Bedingun,£jsj?lei(:iiungeu 
die einzige Größe E als Funktion der verallgemeinerten 
Koordinaten, Momente und eventuell der !^eit gegeben ist, 
können die Bewegungsgleichungen ohue weiteres Ii inge- 
schrieben werden. Falls keine Bedini^nngsgleichuncren 
zwischen den p existieren, nehmen die Gleichungen 71) die 
symmetrisciic Form an: 
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Setzt man analog 
73) T-V^H, 

Bo erlialtea die Gleichongea 64) und 65) eine ähnliche il'orm, 
nämUch: 

a 

wobei natttrlich wieder das Grlied entföllt, wenn 

zwischen den p keine Bedingungen bestehen. 



§10. Ableitung der Lagrangeschen Gleichungen ohne Hilfe 

der Variationsreohnung. 

Wir woUen noch zeigen, wie man die Lag ran gesehen 
Gleichungen ohne den Ümweg über die Betrachtung der 
Variationen gewinnen kann» wobei aber natürlich die generali- 
sierten Koordinaten jetzt wieder skleronom oder rheonom 

sein können. Die allgemeinen Gleichungen in rechtwinldi^^eu 
Kooi'dinaten können wir nach Gleichung 129) des 1. Teiles, 
§ 43 m der Form schreiben: 




Wir multiplizieren diese Gleichung mit bilden sie 

für alle Werte des h und addieren alle so erhaltenen Glei- 
chungen. Setzen wir wie früher 

SO erhalten wir in dieser Weise mit ixücksicht auf die 
Gleichungen 44 a) 

11 

wobei der Sommenausdruck rechts verschwindet, wenn die 
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generalisierten Koordinaten die betreffende Bedingung 
identiscli erfüllen. Nun ist identisch; 



ly^j # Xk dXk d 



, 0 Xj 



, d d Xk 



dt* dph dt 

Im zweiten Faktor des letzten Gliedes kann man die Ord- 
nung der DüiereDtiatioii yertauschen. Dean m ist 

_* 

dt dp^'" ^'djh.dpt^^'^ dp^dt 

a 



daher 



und 



d B xjt B Tfjt 

~di dp^ ^ dpi * 

WO bei der letzten partiellen Differentiation in af^ alle p' 
und alle anderen p als konstant, also die Variablen p nnd p' 

als independent zu betrachten sind. Bei gleicher Auffassung 
der partiellen Difi'erentialquotienten hatten wir nach 34): 

0a?fc _dx^k 
dpn op'h' 

Durch Substitution dieser Wejiie geht 77) über in: 
d^xt dxt _ d / , dx'k\ _ f Qx'k 

dp " ~di Vp'ii ^» dps ' 

Multipliziert man mit 7\ nnd summiert über alle Werte 
des k, 80 erhält man, da 

3« 



i2 



also 

Sx\ BT 



i 

ist» 

"t... d^»k Bxu rfgh BT 
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Darch Substitation dieses Wertes in die Gleichung 76) folgt: 

Wir sind also ohne Variationsbetrachtungen zur Glei- 
chung 49) gelangt^ welche die allgemeinste Form der 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen darstellt. Für jede 
Bedingungsgleichung, welche yon den generalisierten Ko- 
ordinaten identisch erfüllt wird, verschwinden sämtliche 
Wenn also alle Bedingungsgleichungen von den generalisierten 
Koordinaten identisch erfüllt werden, also zwischen den 
letzteren keine Bedingungsgleichungen mehr bestehen, so 
Terschwinden überhaupt alle tt, und es folgt 

was mit Gleichung 43) identisch ist 



§ 11. Bewegongsgleichungen in Polarkoordinaten. 

Wir wollen zunächst die Anwendung der gefundenen 
Gleichungcu an einigen möglichst einfach gewählten Bei- 
spielen zeigen. 

Ein einziger materieller Punkt bewege sich in einer 
Ebene, ohne sonst einer Bedingung unterworfen zu sein. 
X, y seien seine rechtwinkligen, r, & seine Polarkoordinaten. 
Letztere wählen wir als generalisierte Koordinaten. Wir 
setzen also: 

Da x^rcoQ&f ysarsm^ ist» so kann man durch direkte 
Differentiation nach der Zeit die ersten und zweiten Diffe- 
rentialqnotienten der Koordinaten nach der Zeit finden: 

-— « - - COS I?- — r sm etc. 

dt dt dt 

Die Substitution dieser Werte in die die rechtwinkligen 
Koordinaten enthaltenden Bewegungsgleichungen (§ 9 Glei- 
chung l'ö) des I, Teiles) liefert uns ohne weiteres die Form, 
welche dieBewegungsgleichungen nach Einführung der Polar- 
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koordinateu anuehiiien. Wir wollen jedoch liierzii mittels der 
LagrangoRchen rTleicluiiigtii golaii^cii , die uns m diesem 
Falie keinen andiTen Niil/fii f:;r\v;ilireu, als daß sie die 
etwas weitläulige Keelniuug abkürzen. 

Wir suchen zuerst nach 32) die generalisierten Kräfte, 
r wachse bei konstantem um dr, d. h. der Punkt ver- 
schiebe sich um 

78) AB^dr 

in der Richtung r. Ist B die in dieser Bichtung darauf 
wirkende äußere Erafl:> so ist — 6" MSr die Arbeit, daher 

1 

die nach r wirkende generalisierte Kiall. Wäclist dagegen ^ 
bei konstantem r um <>i^, so erfährt der Punkt die Ver- 
schiebung 

79) AG^rÖ& 

senkrecht zu r in der L'iclituni^ der wachsenden %/. Ist 8 
die Komponente der darauf vvirkeudeu äußeren Kraft in 
dieser iüchtung, so ist ^ d^V^ ß.rd& die Arbeit; daher 

die nach & wirkende generalisierte Kraft, welche keine 
Kraft im gewöhnlichen Sinne, sondern ein Moment ist, also 
die Dimension Kraft x Länge hat. 

Während dt wächst gleichzeitig r um dr und ^ um d&. 
Bas Bewegliche legt also nach 78) und 79) in der Eichtung r 
den Weg AB^dr, senkrecht darauf den Weg AC^rd^, 
im ganzen den Weg A D = yÄB'^^-fAÜ^ = }UW-i-r'^d&* 
zurück. Seine Geschwindigkeit ist 

seine lebendige Kraft 

80) y=^(r'* + r«,r«), 

welche somit als Funktion der p und p' ausgedrückt ist 
Man erhält hieraus 
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82) -f="-«r,9'«, A^=«f = 0. 

' (J d r a 0 xt 

Daher liefera die Grleichuugen 43): 

—^^mr^ -Ä, — re 

oder 

Wollte man den (.Tleichun^en die Form 66) geben, so müßte 
man T durch die p und g ausdrücken. 
Aus SO) und 81} iblgt: 

88) T^£ + 

und daher: 

Es sind also die Gleicliuiigen 63) erfüllt. Durch Substitution 
des Wertes von wird 

d r ör ' 

denn die partiellen Differentialquotientcn in 81) sind die- 
jenigen, die wir genauer mit dj,,Tjdr und d^Tld& be- 
zeichnet haben. Auch die Gleichungen 60) sind erföUt; 
denn es folgt aus 83): 

BT ,j BT 



2 in * 2mr* * 



_ 9i _^ P J _ gt _ o' 

— — ' » "ä — 5 — ' 



dqi m * flg, mr* 
Die Gleichungen 66] aber nehmen die Form an 

deren Richtigkeit man leiclit verili/iert, deren Nutzen man 
freilich in diesem einfachen Falle nicht einsieht. 

Ebensowenig hat es in diesem eintaclien Falle einen 
Zweck, die Gleichungen in die kanonisclie b'orni zu bringen, 
was wir aber dotdi hloß zur Krlauterinig des Mechanismus der 
Methode ausi'üiiren wollen, der uatürlicli um so klarer wird, 
je einfaeluu- das Beispiel ist. Seien X, Y die Komponenten 
der auf den materiellen Punkt in den Koordinatenrichtungen 
wirkenden äußeren Krait und 
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A « — 3 } j; — — — > 

ax ay 

dann ist; 

_ aF(rco.»,rrinff.O _ ^^^^ ^ y^j^ ^ 
1 dr 

P. - r © - - ^^^^^^25^1^^^^^ - - r JC Bin * + r r cos iN. 

Bezeiclmeii wir F(r cos i^, r sin /) kurz mit Ffr, <), 

so ist 

^ = y + K = — ^ + 2 -f F(r, iJ^, <) 

die filnergie, welche ftir skleronome Systeme während der 
ganzen Bewegung konstant bleiht Denn es ist d T gleich 
der Yon den äußeren Kräften der Masse zugeführten Arbeit 

Bdr^riddO-^-dV^^dU 

0 t 

Will man die kanonische Form herstellen, so hat man 
uücli uud iür r und d-' ein zuführen, erhält also 

und die kanouisclie Form der Gleichungen lautet, da p-^ 
mit r, mit ü- identisch ist: 

dr _ BB^ d& _ d_E djj^ d_E d^ d E 

dt dqt* dt dt ~ ' dt ~ d ' 

Die Gleichungen 74) aber würden, wenn man H== T— V 
setzty lauten: 

dq^ ^ djmr^ _ d Ilir' y) 
dt dt d r 

dq^ _ dimrif") d H\r' tf) 
dt dt ™~ dtf^ 

Natürlich würden alle diese Gleichungen auch für beliebig 
yiele materielle Punkte gelten^ die sich ^ei iu der Ebene 
bewegen, wenn man Polarkoorclinaten einführt Nur würde 
dann V die Koordinaten aller Punkte enthalten. 

Bei Transformation räumlicher rechtwinkliger Koordi- 
naten Xf y, X, in räumliche Polarkoordinaten (p will ich 
mich kürzer fassen. Sei 
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a; «s r cos & , y ^r^m& cos fp, = r sin sin 9) . 

Wächst r bei konstantem & und 9^ um r», so verschiebt 
sich der Punkt um 8r in einer Bichtung, die wir die 
Bichtnng von r nennen. Wächst 0- bei konstantem r und cp 
um so Terschiebt sich der Punkt um r^i^* in einer 
Eichtung, die wir kurz die von 1^ nennen. Wächst end- 
lich cp bei koustaiitem r und 0- um S (p, so verschiebt sich 
der Punkt um rsinjV-^yfjp in einer Eichtling, die wir die 
Ton (f nennen. Die Koniponenteu der auf deir Punkt wirken- 
den äußeren Kraft in diesen drei Kiohtungen seien ß. (d und 

Dil' tht'i Verscbiebungsarbeit«n sind Ä^ r, r('Jö& und 
r sin i?-. daher die drei generalisierten Kräfte: 

Pi=Ä, P^^r0, Pj^rsind-.O*. 

Die drei Komponenten dos während dt zurückgelegten Weges 
in den drei eben besprochenen Bichtungen sind dr, rdt% 
rsm&.d<p. Daher ist die Geschwindigkeit 

und die lebendige Krait 
woraus folgt 

und die Gleichungen 43) verwandeln sich nach einigen 
leichten Reduktionen in: 

at* df at aide 

Alle weiteren Lagrange-Hamiltonschen Gleichungen 
liefern nichts mehr, was für dieses Problem von Wichtigkeit 
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wäre, und zur bloßen Einübung mag das bei den ebenen 
Polarkoordinaten Erbrachte genügen* 

§12. Nochmali Drehung eines starren Körpers um eine 

feste Achse. 

Um an einem Beispiele von der einfachsten Art zu 
zeigen, daß die Lagr an gesehen Gleichungen auch ganz 
ohne Beziehung auf irgend ein rechtwinkliges KoordinMteii- 
system angewendet werden können, betrachten wir nochmals 
den selion im 1. Teile bebandelten Fall der Drehung eines 
starren Körpers um eine feiste Achse. 

Wenn sich irgend ein stai^rer Körper während einer 
unendlich kleinen Zeit dt um irgend eine Achse um einen 
unendlu;h kleinen Winkel dw dreht, so beschreibt ein 
materieller Punkt mit der Masse desselben, der sieh in 
der Entfernung r, Yon der Drehungsaciise beäudet, dabei 
den unendlich kleinen Kreisbogen ds = r^dw» Die Ge- 
schwindigkeit des mateheilen Punktes ist ds^er: 

dw 

Die lebendige Kxa,ü desselben ist: 

Übenso ist die lebendige Kraft eines zweiten materiellen 
Punktes des Körpers von der Masse m^, der sich in der 
JbluU'ernung von der Drehungsachse beündet; 

♦2 * \dt} 

Die gesamte lebendige Ivraft des Körpers ist daher, wenn 
man dessen Trägheitsmoment Wj r:' -f ni^r\ + bezüglich 
der Drehungsachse mit K bezeichnet: 

Es soll nun auf das Massenteilchen irgend eine 
Kraft wirken. Wir legon durch Wj eine Ebene E senk- 
recht zur Drehongsachaei welche diese im Funkte ö durch- 
schneide, und zerlegen die Kraft in zwei Komponenten, 
Ton denen die eine die Bichtung der Drehungsachse hat, 
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also senkrecht zur Ebene E steht, die andere in diese 
Ebene fällt sei die von O auf die Bichtang Ton 
f^eföJlte Senkrechte. Da der Weg ds äes Massenteilchens 
in die Ebene E fällt» so leistet die Eraffc i>| keine Arbeit 
Die gesamte Arbeit der Kraft P, ist also gleich: 

d6^cos(Qj, ds) — rj dw; cos(nj, rj) = (^^ ri^ dw. 

Nun ist aber das Produkt nichts anderes als das, 
was wir im I. Teile, § 29 das Moment der Kraft be- 
züglich der Drehungsachse genannt haben. Wir wollen es 
mit bezeichnen. Sei P, irgend eine andere auf den 
festen Körper wirkende Krafi^ und ihr Moment bezüglich 
der Drehungsachse, so findet man ebenso für die Arbeit 
dieser zweiten Kraft während der Drehung des Körpers um 
den unendlich kleinen Winkel dw den Wert M^dw etc. 

Die gesamte Arbeit 8 A aller auf den Körper wirkenden 
Kräfte ist also, wenn wir jetzt den Drehungswinkel mit Sw 
statt mit dto bezeichnen: 

85) SA = öw^M= SwD^\ 

dabei ist T)_^ flie Summe der Dreliun^siuomente aller äußeren 
Kräfte um die Drehungsachse, wie im I. Teile, § 55. 

Es hat nun gar keine Schwierigkeit, die schon im 
L Teile, § 55 auf anderem Wege gewonnene Bewegungs- 
gleichung für einen festen Körper, der keiner anderen Be- 
wegung als einer Drehung um eine feste Achse föhig ist, 
nochmals aus den Lagrangeschen Gleichungen zu gewinnen. 
Der dort mit w bezeichnete Winkel, um den sich der Körper 
Ton seiner Anfangslage bis zur Zeit i gedreht hat, ist die 
einzige Variable, durch welche die Position des Körpers 
bereits eindeutig Itestimmt ist. Dies ist also die einzige 
generalisierte Koordinate Daher ist/ gleich der Winkel- 
geschwindigkeit to ^ dwjdt. 

Die generalisierte Kraft findet man nach Gleichung 32), 
indem man den Ausdruck 85) durch Sp ^ 8w dividiert. Es 
ist also Pasi)^. Die lebendige Kraft ist nach Formel 84) 
T^\m^K. Daher ist: 

BT dT ^ BT dT 
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In der Gleichimg 48) ist, weil nur eine generalisieite Ko- 
ordinate p Torhandeii ist, der Index wegzulassen. Man 
erhält also 

öö*) dt 

und nach Substitntion der gefundenen Werte 

was mit dem im L Teile, § 55 Gefundenen übereinstimmt 
Doch können wir nach dieser Methode natürlich nicht 
die Kräfte finden, welche auf die Lager wirken. 

Andererseits können wir aber den 8atz mit Hilfe der 
Lagrangeschen Gleichungen noch bedeutend verallgemeinern. 
Wir denken uns beliebige feste Körper um beliebige feste 
Achsen drehbar, die durch Zahnräder oder (xa Ische Ketten 
(welche auch Masse haben küniien) so verbunden sind, daß 
ihre Winkelgeschwindigkeiten in konstantem Verhältnis 
stehen. Wir können dann den Weg j/, welchen irgend ein 
Punkt einer Gal sehen Kette oder ein nicht in der Ro- 
tationsachse hegender Punkt eines rotierenden Körjiers (der 
Antriebspunkt, driving-point) zurückgelegt hat, als verall- 
gemeinerte Koordinate wählen. 

p kehrt dann selbstverständlich nicht jedesraal zum 
Werte Null zurück, wenn der Antriebspunkt nach einem 
oder mehreren Umläufen wieder an die alte Stelle zurück- 
gekehrt ist^ sondern bloß wenn er ebenso viele Umlänfe im 
einen wie im entgegengesetzten Sinne gemacht hat, so daß 
zwar durch den Wert von p die Position des Systems, nicht 
aber durch die letztere der Wert von p eindeutig be- 
stimmt ist. 

Die Geschwindigkeit jedes materiellen Punktes mit der 
Masse des Systems ist dann gleich der Geschwindig- 
keit p* des Antriebspnnktes, multipliziert mit einer Kon- 
stanten 0,^, welche berechnet werden kann, wenn die Be« 
dingnngen des Systems gegeben sind. Die gesamte lebendige 
Kraft des Systems* ist also: 

Boltsmftnii, UMliuilk IX. 4 
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Wenn der Weef p des Antriebspiinktes um 8p T^hst, 
so ist diV gesamte Arbeit aUer auf das »System wirkenden 
Kräfte gleich 

wobei im letzten Ausdrucke der Wert des Koeffizienten a 
für den Angriffspunkt irgend einer Eraft» Qu deren 
Komponente in der Bichtung des Weges a^Sp des An» 
grifispunktes jener Kraft ist Die generalisierte Kraft P, 
welche die generalisierte Koordinate j> zn vergrößern sucht, 

ist also ^I^OjkOfc. Man nennt diese Größe auch das auf 

den Antriebspunkt reduzierte Moment aller Kräfte. Die 
Lagranerp^clie Gleichung 43) resp. 85a) verwandelt sich 
daher für unser System in: 

Da der Koeffizient von d^p/dt^ konstant ist» so hat sie 
wieder genau die Form der Gleichung 13) des L Teiles^ 
welche für die Bewegung eines einzigen materiellen Punktes 

in einer geradlinigen oder krummlinigen Bahn gilt. 

Diese Form tritt jedesmal auf, Wüun die Position sämt- 
liche Teile eines Systems durch eine einzige Variable p be- 
stimmt ist und dT'öp Terschwindet, wenn also der Aus- 
druck für die lebendige Kraft bloß den Dilierentialquotienten 
der betreffenden Variablen nach der Zeit enthält, vun dem 
Absolutwert dieser Koordinate selbst aber unabhängig ist 
Dies trifit z.B. bei allen Systemen ein, welche Helm ho Itz 
Monozykel ohne langsam veränderliche ParnniHtur nemit 
und von denen später ausführlich die Eede sem wird« 
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IL Allgememste Brehnng eines stfurren Körpers. 

§ 13. Oeaeralisiert» KoordinatlMi nur BeBtimmniiff der la^ge 

eines starren um einen festen Punkt drehbaren Körpers. 

Wir gehen nun über zur Bewegung eines festen Körpers, 
in weldiem ein emsiger Punkt 0 fest gehalten wird» wäh- 
rend er im Übrigen yollkommen frei ist und auf den von 
außen beliebige Kräfte wirken. Ss handelt sich zunächst 
darum, verallgemeinerte Koordinateui d. h. Variable ein- 
zuführen, durch welche die Lage des festen Körpers im 
Baume zu einer beliebigen Zeit i eindeutig bestimmt wird. 

Zu diesem Zwecke wählen wir den fest gehaltenen 
Punkt 0 zum Ursprünge zweier verschiedener rechtwinkliger 
Koordinatensysteme. Die Lage der Achsen OZ, OY, OZ 
des einen (des fixen) Koordinatensystems soll im Baume 
unveränderlich sein. Die Achsen 0|, 0% 0^ des anderen 
(des beweglichen) Koordinatensystems sollen ein für allemal 
fest mit dem Körper verbunden sein, so daß sie bei aUen 
Bewegungen des festen Körpers ihre relative Lage gegen 
diesen nicht yerändem, sondern sich einfach mit ihm mit* 
bewegen. 

Die relative Lage der beweglichen Koordinatenachsen 
gegen den Körper kann vorläufig noch ganz beliebig sein. 
Später werden wir sie so wählen, daß die beweglichen Ko- 
ordinatenachsen Hauptträgheitsachsen des festen Körpers 
sind, was immer möglich ist, da nach T. Teil, § 59 in jedem 
feste!! Körper bicli mimle-teus in emt;r V\ ei8e drei auf- 
emauder senkrechte Gerade £uden lassen, weiche HaupU 
trägheitsaLhsen sind. 

Beide Koordinatensysteme sollen kongruent (nicht 
Spiegelbilder] sein, also entweder beide französische oder 
beide englische (L Teil, § 30). Im ersteren Falle nennen 
wir eine Drehung um eine gerichtete Drehungsachse positiv 
oder negativ, je nachdem sie für ein Auge» das von dorther 
bliekt» wohin die Drehungsachse gerichtet isl^ im Sinne des 

4» 
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Uhrzeigers oder im entgegengesetzten gescldeht. Im letzteren 
Falle nehmen wir das Zeichen einer Drehung yerkehrt 
■Immer ist also die Drehung, durch welche die positive 
Abszissenachse auf kürzestem Wege in die Lage der posi- 
tiven y-Achse ttbergeh^ eine positive Drehung um die posi- 
tive «-Achse. 

Zu irgend einer Zeit t ist nun die Lage des Körpers 
im Baume bestimmt durch die relative Lage des beweg- 
lichen Koordinatensystems gegen das fixe. Winkel, welche 
diese relative Lage eindeutig bestimmen, werden also auch 
die Lage des festen Körpers im Baume eindeutig bestimmen. 

Um solche Winkel zu finden, verfahren wir folgender- 
maßen. Wir bezeichnen eine der beiden Hälften, in welche 
die Durchschnittslinie der fixen und beweglichen >V V-Kbene 
durch den Punkt 0 geteilt wird, mit OR Für den Zeit- 
anfang kann man jede beliebige dieser beiden Hälften mit 
OR bezeiüimen. Für alle anderen Zeiten ist dann dadurch 
bestimmt, welche der beiden Hälften für zu wählen ist, 
daß die Lage dieser Geraden OR sich kontinuierlich mit 
der Zeit verändern soll; es soll also die Gerade OR niemals 
während einer unendlich kleinen Zeit plötzlich in die ent- 
gegengesetzte iiichtung überspringen. 

Die relative Lage derartiger Geraden und Ebenen im 
ßaume versinnlicht man sich am besten, wenn man sich 
wie in Fig. 1 die Pnnkte und größten Kreise perspektivisch 
zeichnet, in denen sie eine nm den Punkt O mit dem Kadins 
eins geschlagene Kugellläche durchschneiden. Die Durch- 
schnitfaBpunkte sollen denselben Buchstaben erhalten, mit 
denen die Endpunkte der betreffenden Geraden bezeichnet 
wurden. 

XRY und ^Mfi sind also die Quadranten der größten 
Preise, in welchen der positive Quadrant der fixen resp. 
beweglichen X 1-Ebene unsere Kugel durchschneidet. Der 
Winkel der Geraden OX und OB werde mit A bezeichnet 
und zwar beginne die Zählung dieses Winkels von O X und 
gehe in dem Sinne fort, in dem man auf kürzestem Wege 
von der positiven X-Adise zur positiven F- Achse gelangt. 
Die ganze Bichtungsänderung, welche man der G^eraden OX 



Ol. 85.] 



IT. § 18. Enlen DrehungBkoovdinaten. 



53 



in diesem Sinne fort erteilen maß, bis sie in die Lage O R 
übergeht, sei eben der Winkel A. Bleibt daher OX fix 
nnd erhält Ä einen positiven Zuwachs, so dreht sich OR 
in positivem Sinne um OZ. 

Berwinkel zwischen der fixen und beweglichen ^Achse, 
und zwar von der ersteren im positiven Sinne nm die 
Achse OR gegen die letzte gezählt, heiße 0, so daß bei 
festem 0 Z und wachsendem C die Achse 0^ eine positive 
Drehung nisi OR macht C ist daher auch der Winkel der 
beiden ^F-Ebenen, und zwar deijenigen Ualbebenen, in 
welche OR durch eine kleine 
positive Drehung um O Z resp. 
O^ gelangt 

Da A deren Durchschnitts* 
linie, C deren Neigung be- 
stimmt, so bestimmen beide kJ{ 
Winkel A und C die Lage der 
I ^'Ebene relativ gegen das fixe 
Koordinatensystem, also auch 
im Baume eindeutig, wodurch 
auch die Lage von eindeutig ^* ^' 

bestimmt ist. Nach unserer IJbereiukunft über die Art der 
Zählung des Winkels C entscheidet der Wert dieses Winkels 
auch, in welchem Sinne Ol, zu ziehen ist. 

Die Lage der beweglichen Koordinatenachsen und da- 
mit die des festen Körpers ist also voUständij? bestimmt, 
wenn noch der Winkel B der beweglichen Äbszissenachse 0 1 
mit der bereits bestimmten Geraden OR gegeben ist, nnd 
zwar soll dieser Winkel von OR gegen O;^ in dem Sinne 
gezählt werden, in dem eine negative Drehung um O C erlblgt, 
so daß also bei iixem OR die bewegliche Abszissenachse 
und damit der Körper bei wachsendem B eine negative 
Drehung um 0^ macht. 

Wir wollen die Winkel A, B, C 8Q wählen, daß sie im 
Verlauf der Bewegung des Körpers niemals einen Sprung 
um den Betrag 2x machen. Sie können also auch großer 
als ja auch größer als beliebige Viel&che von 2n 
werden. Dnrch die Lage des festen Körpers sind daher 
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die Werte dieser Winkel nicht eindeutig bestimmt; dagegen 
ist umgekehrt durch den Wert dieser drei WiDkel die Lage 
des Körpers eindeutig bestimmt. 

Diese drei Winkel können daher als die generalisierten 
Koordinaten unseres Problems gewählt werden, und wir 
wollen setzen: 

Pl =• ^1 ^9 Pt " ^• 

Um die Lage dieser Winkel drastisch zu versiuiiliclieu, 
können wir uns den Körper in einer sogenannten carda- 
nischen Aufhängung denken. Von drei konzentrischen 
Ringen der erste fix in der ic^-Ebene; der zweite sei 

im ersttiu um die tixe «-Achse rlrehbar und liege augen- 
bUcklich in der Eimmih ZOR; der dritte sei im zweiten um 
die Achse O R drehbar uuci liege augenblicklich in der Kbene 
RO^. Dieser trage erst den darin um die Achse O 4' dreh- 
baren Körper, in dem eine gegebene, starr mit ihm ver- 
bundene zu 0^ senkrechte Gerade augenblicklich die Lage 
0| habe. 

§ 14. Oeneraliaierte Kräfte bei der Drehung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt 

Ehe wir an die Aufstellung der Bewegungsgleichungen 
gehen, wollen wir folgende Aufgaben lösen: 1. Welche Lageu- 
änderung erfährt der Körper, wenn D und (7 konstant bleiben 
und bloß A einen unendlich kleinen Zuwachs Sä erfährt? 
Dabei bleibt selbstverständlich wie immer die Lage der 
fixen Koordinatenachsen im Kaume unveränderlich. Da C 
und B konstant bleiben, so bleibt die Neigung der beweg- 
lichen ^- Achse gegen die fixe konstant und auch der Winkel- 
abstand der beweglichen Abszissenachse von OM. Es rückt 
nur OB ma SA vor. Der ganze Körper dreht sich also, 
da er fix mit dem beweglichen Koordinatensysteme rer» 
bunden ist, um die Ache OZ im positiven l^ne um den 
Winkel SA. 

Diese Drehung kann in zwei Komponenten zerlegt 
werden, eine um eine Achse, die mit der Richtung» welche 
augenblicklich der Achse zukommt, zusammenftüt, die 
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andere um die Achse OR^, welche die Durchschnittslinio 
der Ebene der beiden Z-Achsen mit der | /y-Ebene ist. Die- 
aeibe steht natürlich senkrecht auf 0| und 0 muß also 
mit Ori denselben Wmkei B bilden, den Of mit O R bildet, 
und wir wollen sie in dem Sinne ziehen, daß dieser Winkel 
von Of} gegen OH^ gezahlt gleich 5, nicht um ^ davon 
▼erscbieden ist 

^RfjR^ und ii\ Z 'Q sind in der Fig. 1 die beiden größten 
Kreise, in denen einerseits die Ebene, andererseits die 
Ebene der beiden Z-Achsen die Kugel schneiden. 

Wir wollen noch den Kosinus irgend eines Winkels 
mit dem entsprechenden kleinen lateinischen, den Sinus mit 
dem entsprechenden kleinen griechischen Buchstaben be~ 
zeichnen, also setzen: 

86) C08Bs5| sinB»/?, cos sc, mC^y. 

Dann ist e§A die Komponente der Drehung um die 
Achse und ySA die Komponente um die Achse OB^» 
Letztere kann wieder in zwei Komponenten um die Achsen 

und Orj zerlegt werden. Da die Achse 0| mit OÄj 
den Winkel + B bildet, so sind die beiden letzteren 
Komponenten ^ßyBA und hyBA^ Die gesamte Lagen- 
änderung, welche der feste Körper erfährt, wenn B und C 
konstant bleiben, dagegen A um ^A wächst, kann also durch 
drei Drehungen cBA^ ^ ßySA und bySA um die drei be- 
weglichen Koordinatenachsen hervorgerufen gedacht werden. 

2. Nun soll A und C konstant bleiben, dagegen B um 
$B wachsen. Dann macht das bewegliche Koordinaten- 
system und daher auch der fix damit verbundene feste 
Körper die Drehung ~ um die Achse O^. 

8. Wenn endlich A und B konstant bleiben und nur 
C xmdÖ w&chst^ so dreht sich der Köiper um den Winkel 
8 G um die Achse 0 welche Drehung in die beiden Kom- 
ponenten hSC und ß9C xm 0£ und Oi; zerlegt werden 
kann. Wenn wir im folgenden von „Drehungen um die 
Achsen 0|, Oi/, O^', oder von „Kippmomenten oder 
Komponenten eines Vektors bezüglich derselben** etc. sprechen, 
so ist das immer ein abgekürzter Ausdruck, statt zu sagen 
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„urn oder bezüglich solclier Achsen, welche mit den Richtungen 
züsammüüfallen, die augenblicklich die Koordinatenachsen 
0^, Of}, 0^ haben". Wir können das Resultat unserer 
Betrachtungen in der folgenden Tabelle darstellen, wo unter 
jeder Wiukeländerung diejenigen Drehungen ver/eichnet sind, 
w<)lche 2U8ammeu jener Wiukeländerung entsprechen. 





ÖA 1 ! dC 

• 


Ol 


-ßyöA 




bdC 


dv 


bfdA 






OK 


cd A 


" 8B 





Wir woUen nun zunächst die generalisierten Kräfte 
tiuden. Da die Winkel ^ .6, O die Bolle der generalisierten 
Koordinaten spielen, so finden wir die generalisierten Kräfte, 
indem wir gleichzeitig A, B, C um ÖA,dB und wachsen 
lassen nnd die bei der hierdurch erzeugten Lagenänderung, 
welche wir die Lagenänderung K nennen wollen, geleistete 
Arbeit -Ö^'V auf die Form P,S A + P^BB '\- P^B C bringen. 
Die Koeffizienten der Variationen der generalisierten Ko- 
ordinaten sind dann die generalisierten Kräfte. Da sich 
unendlich kleine Drehungen addieren, so setzt sich die 
Lagenänderung K ans der Summe aller im Schema 87) ver- 
zeichneten Drehungen zusammen. Sie kann daher durch 
drei Drehungen erzeugt gedacht werden, eine Drehung um 
die Achse 0| um den Winkel — ßy^Ä + hdC, eine um 
die Achse O47 um den Winkel bySÄ+ß$C, und eine 
Drehung um die Achse um den Winkel edÄ^SB, 

Nach Formel 85) ist die Arbeit, welche geleistet wird, 
wenn sich ein fester Körper um irgend eine Achse um einen 
unendlich kleinen Winkel dreht, gleich dem P]*odukt des 
Drehungswinkels in die Summe der Momente aller auf den 
Körper wirkenden Kräfte bezüglich jener Achse. Bezeichnen 
wir daher die Summe der Momente aller auf unseren festen 
Körper wirkenden Kräfte bezüglich der Achsen 0| resp. 
Ol] und OC mit T) resp. E und F, so finden wir die durch 
die Drehung um geleistete Arbeit, indem wir den be- 
treffenden Drehungswinkel mit D multiplizieren, und das- 
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selbe gilt fftr die Äclisen Ofj und O^, Da femer die 
gesamte Arbeit, welche bei der Stiperposition mehrerer 
unendlich kleiner Bewegungen geleistet wird, immer gleich 
der Summe der bei diesen Bewegungen einzeln geleisteten 
Arbeiten ist, so ist die gesamte mit —^'V bezeichnete Arbeit 
gleich: 

Di^ßrSA + b^a) + E(brSÄ-f ßSa\+F(eSA-ÖB\, 

Setzt man den Koeffizienten von ÖÄ in diesem Ausdrucke 
gleich Pj, den von Öß gleich P,, den von d C gleich P,, 
so erhält man: 

88) P^^-ßrD + brE+öF, P,--J', P^^bD + ßE, 

§15. Lebendige Kraft eines starren Körpers, der sich um 

einen festen Punkt dreht 

Wir wollen nun weiter den Wert berechnen, welchen 
die lebendige Kraft T des Körpers zu irgend einer Zeit t 
hat. Wir lassen zu dieöem Zwecke eine uneedlicb kleine 
Zeit dt vergehen und bezeichnen mit dÄ, dH und dC die 
wirklichen Zuwächse dieser drei Winkel während der Zeit d t. 
Das iSchenia 87) gilt für beliebige unendlicli kleine Zuwächse 
der Winkel, daher auch für die Zuwächse dÄ. d B und d C. 
Die während der Zeit dt eintretende Lagenänderuug des 
Körpers ist also äquivalent drei Drehungen, einer um den 
Winkel 

89) d(f^-ßYdA + bdC 

um die Achse 0|, einer zweiten um den Winkel 

90) dz^bydA + ßdC 

um die Achse Oijf und einer dritten um den Winkel 

91) d^^edA-dB 
um die Achse 0^. 

Die durch diese drei Drehungen erzeugte Lagenänderung 
kann man auch durcl^ eine einzige Drehung um den Winkel 

dw=^ y{d(p)^ + {dx'r+{d^fj)^ 
um eme Achse ß ersetzen, deren Winkel mit den drei 
Koordinatenachsen 0|, und mit (i^, (Q, v)i 



58 



n. § 15. Lebendige Kraft der Drehung. [GL 92-94. 



(Jß, ^ bezeichnet werden sollen. Tragen wir die Winkel- 
diQhuugdw anf die Acliseß auf, so erlialten wir nach den 
Gesetzen über die Zusammensetzung von Drehungen einen 
Vektor, dessen Fi'ojektiouen f\ui' die drei Koordinatenachsen 
ö|, Or}^ Ol, gleich d(p, dx und dxp sind. Es ist also: 

92] d(p^dwco%(Üi)j dx'^dweoB(Qin), d^wmdwQO^(Q^ 

Die Achse Q heifit die augenbliddiche Drehungsachse, 
weil die ganze Lagen&adenmg des festen E5ipers wShrend 

der Zeit dt durch eine einzige Drehung um diese Achse 

erzeugt werden kann. Wir bezeichneten den Quotienten der 
unendlich kleinen Zeit dt in die inkeldrehung, welche 
während derselben eintritt, immer als die Wn kelgeschwii.dig- 
keit. Es ist also dwfdt = w die Winkelgeschwindigkeit 
jener Drehung um die Achse ß, welche die ganze Lagen- 
Änderung des Körpers während der Zeit dt hervorbringt 
Wir nennt n sie die Gf^^anit wirilcelgesr liwiiidigkeit oder auch 
die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit; 

da> dvf ,r\ c\ dx dw ^ ,rk \ 

^ - cos (fi, I), = cos (a, ,) 

und 

aber nennen wir ihre Komponenten in den Richtungen 
O^f Ofi, Oi, Bezeichnen wir die letzteren mit /i, so 
ist also 

93) jI « Q»C0S(i2, /(ft a 07 008(12, 17), «r « 4» cos (i^i {). 

Femer finden wir, wenn wir für d<p, dx und die 
Werte 89), 90) und 91) substituieren und wieder A', B, C 
für dA/dt, dBidty dCjdt schreiben: 

^-4f — ßr^' + hcr, f,^^^brA'-tßc', 

94) 



at - f/-*^-^» dt 

p^^^cA'^B. 
dt 



Nun sahen wir (vergl. Formel 84), daß die lebendige Kraft 
eines Körpers, dessen geRarate Bewegung in einem be- 
stimmten Zeitmomente sich auf eine bloße Drehung um irgend 
eine Achse reduziert» gleich dem halben Produkt des Träg- 
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beitsmomentes des Körpers bezüglich dieser Achse in das 
Quadrat der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit des 
Körpers ist. Daher ist die lebendige Kraft unseres Körpers 
T = ^ Kco^, wobei K dessen Trägheitsmoment bezüglich der 
Geraden i2, also der augenblicklichen Drehangsachse ist 

£s seien |, 9, ^ die Koordinaten irgend eines Massen- 
teilchens m des Kdrpers bezüglich der beweglichen Ko- 
ordinatenachsen. Femer sei 



wobei die Somnif'T^ über alle Mi^senteilehen des Körpers zu 
erstrecken sind. Da die beweglichen Koordinatenachsen 
unveränderlich mit dem Körper verbunden sind, so bleiben 
diese sechs OrOßen während der ganzen Bewegung konstant. 

Q, S und J sind die Trägheitsmomente des Körpers be- 
züglich der drei beweglichen Koordinatenachsen. H, 
Q\ H!, J* sind dieselben Größen, die wir in § 58 des L Teiles 
mit a,b,ötd,e,f bezeichnet haben, während die dort mit 
ctf ßt y bezeichneten Richtungskosinus der Achse, bezüglich 
welcher das Trägheitsmoment gesucht wird, jetzt die Werte 
Xltüf fjLjmyvjio haben. Das Trägheitsmoment bezüglich der 
Achse i2 ist also nach der dort entwickelten Formel 151) 



woraus durch Multiplikation mit \(o^ folgt: 

95) T ^ \(Ql^ ■\- Hfl* + Jv^ ^ Grfiv-H'Xv-^rXfi. 

Da wir die Lage der beweglichen Koordinatenachsen 
relativ gegen den festen Körper wählen können wie wir wollen, 
so wird es am zweckmäßigsten sein, dies so zu tun, daß sie 
Hauptträgheitsaohsen des festen Körpers sind. Da nach 
§ 59 des L Teiles jeder Körper mindestens drei aufeinander 
senkrechte Hauptträ^heitsachsen hat^ so ist dies immer mög- 
lich. Dann wird ö' = i{' = ■» 0, daher: 



4j>" uj 0>» ©■ 




96) 
97) 
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Hätte der Körper keine andere Drehung, als die mit 
der Winkelgeschwindigkeit A um die Aclise O ^ , so wäre 
Ta^^Qk^. Ebenso wäre die lebendige Kraft, wenn nur 
die Drehungen nm die Achse Otj resp. 0^ vorbanden wären, 
^HfA^ resp. ^Jv^, Die gesamte lebendige Kraft ist die 
Summe dieser drei lebendigen Kräfte, welche den Drehungen 
um 0| resp. Or] und 0(i allein entsprechen, wenn diese 
Koordinatenachsen Haaptträgheitsachsen sind, nicht aber in 
allen anderen Fällen, wie überhaupt die lebendige Kraft der 
Supeiposition mehrerer Bewegungen keineswegs immer gleich 
der Summe der lebendigen Kräfte der Eänzelbewegung ist 

§ 16. Die Enlersohen OleiohungeiL 

Da wir drei Terallgemeinerte Koordinaten haben, so 
haben wir in den Lagrang eschen Gleichungen 48) zu 
setzen h ^ 1, 2 und S. Wir wollen zunächst die Gleichung 

behandeln, welehe wir erhalten, wenn wir Ä 2 setzen. Da 
B ist, so wird: 

Bei Bilduiif^ des partiellen Differentialquotienten sind die 
beiden übrigen generalisierten Geschwindigkeiten, also A' 
und O'f sowie alle Koordinaten A, D, 0, daher auch 6, ß, e, y 
ganz wie Konstaute auzuseheTi. Nach den Grleichungen 94) 
eiitliält von den drei Gruiten jtt, v bloß die letzte die 

Größe B und es ist ^ « — 1» daher wird: 

Bei der Differentiation nach j», » B muß C, CT, 
daher auch e und y konstant betrachtet werden. Es folgt» 
wenn man sich der Bedeutung Yon ( und ß erinnert, aus 
den Gleichungen 94) 

1^ byA'-ßC Ii, 
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daher: 



dpt d B 



BT dT 




BT 



Die Substitntioii dieser Werte und des Wertes von Pj 
aus den Oleidinngen 88) in Öleidinng 98) liefert: 



Die beiden anderen Bewegungsgleichungen könnten wir 
ableiten, indem iinr in den Lagrangeschen Gleichungen 
\ und Ä = 3 setzen. Wir gelangen jedoch durch eine 

andere Betrachtungsweise rascher zum Ziele. Es wurden 
zwar die Winkel A, Ii, C, welche bezüglich der Koordinaten- 
achsen eine unsymmetrische Lage haben, zur Ableitung der 
Gleichung 99) benutzt, sie kommen jedoch in der Gleichung 
selbst gar nicht mehr vor. Dieselbe enthält vielmehr bloß 
GrrSßen, welche sich bei zyklischer Vertauschung der Ko- 
ordinatenachsen selbst zyklisch vertauschen. 

Genau «-o wie wir die Gleichung 991 ableiteten, hätte 
man eine andere <^lpi<"hnTi<T f^.bh'itcn können, indem man 
rlen Winkel der beiden Ab>/:isseiiachsen mit C, die Winkel 
der y- resp. Ty-Achse mit der Durchschnittslinie der beiden 
/y i;- Ebenen mit A resp. B bezeichnet hätte. Dann hätte 
man dieselbe Gleichung erhalten; nur wären darin die 
Größen A, fi, v, femer die Größen i>, E, F und ebenso 
QfUfJ untereinander zyklisch yertauscht. Es werden also 
jedenfalls auch noch die beiden dnrch zyklische Vertauschung 
aus 99) folgenden Gleichungen 



99) 




100) 




richtig sein mttssen. Hierbei ist nach 95] 



101) 1^ = - JJl + ü^- G'i» 



BT 
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daher: 

102) vjj- /»It^ = ftv(^-J)4. (?>«-if«)+ir Xfi^J'lv, 

WäMt man die bewoglichen Eoordinatenachsen so, daß 
sie Hauptträgheitsachsen des festen Körpers sind, was man 
natürlich immer tun wird, wenn nicht ganz spezielle G^ründe 
dagegen sprechen, so wird 0' ^ ST ^J' =iO, daher 

103) ^-ÖA, ^^Sfu, -^^J^» 

und die Grieichungen 99] imd 100} yerwandeln sich in: 

dX 

dt 



104) 



dt 

Diese Gleichungen heißen die Euler sehen Gleichungen. 
Sie bestimmen zunächst X, ju, als Funktionen der Zeit und 
man hat dann noch A, B und C durch Integration der 
Gleichungen 94) als Funktionen der Zeit zu berechnen, wo-* 
durch erst die Bestimmung der Bewegung des KörperSi d. h. 
seiner Lage zu jeder Zeit gelungen ist, eine Aufgabe, die 
freilich häufig dadurch erschwert wird, daß man die Mo- 
mente 2>, E, F der Kräfte erst berechnen kann, wenn man 
die Bewegung des Körpers im Räume selbst schon kennt. 

§ 17. Behandlung dreier elnÜMher SpeiiaUUle. 

Aus den Gleichungen 104) ist sofort lolgendes er- 
sichtlich: 

1. Wenn die drei Haupttrfie^hp.itamnniente (?, H und J 
verschieden sind, und keine äuüercn Kräfte wirken, also 
D ^ E ^ F ^ 0 ist, so können die Gleichungen 

dt dt ~ dt 

nur dann bestehen, d. h. die Botationsachse kann ihre Lage 
gegen den Körper nur dann unverändert beibehalten, wenn 
entweder » v = 0 oder A « v » 0 oder A » jt* « 0 ist, 
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d. Ii. wenn die Drehung um eine der drei Hauptträgbeits- 
aobsen stattfindet. Es stimmt dies mit dem im I. Teile, 
§ 60 gefundenen Eesoltate ttberein, daß, wenn ein Körper 
um eine nnvei^derliclie Achse rotiert» die nicht Hanpt- 
triLgheitsschse ist, stets Kräfte auf diese Achse wirken 
müssen. 

2. Wenn alle drei Hanptträgheitsmomente gleich sind, 
so werden die Gleichungen .104) Toneinander nnabhän^g 
und jede derselben stimmt mit der Gleichung überein, 
welche wir für die Drehung nm eine feste Achse erhalten 
haben. Es wird also dann die Drehung um eine der Ko- 
ordinatenachsen durch die Drehung um die beiden anderen 
Koordinatenachsen nicht beeinflußt (als nur dadurch, daß 
durch jene anderen Drehungen etwa die Momente der Kräfte 
bezüglich der ersten Koordinatenachse geändert werden). 

Die Drehung um jede der Koordinatenachsen geschieht 
also genau so, als ob der Körper nur um diese Achse 
drehbar wäre und in jedem Zeitmomente das gleiche 
Drehungsmoment um dieselbe drehend wirken würde. Wenn 
z. B. keine äußeren Kräfte wirken, so geschieht die Drehung 
um jede der Koordinateuaclisen mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit. 

o. Es sollen zwei Hauptträgheitsmomente untereinander 
gleich, z. B. Ö = i/, das dritte aber davon verschieden sein 
und keine äußeren Kräfte auf den Körxjcr wirken, also 
D = E = F = 0 sein. Dann folgt aus der letzten der 
Gleichungen 104) v = konst.; die beiden anderen aber Ter- 
wandeln sich, wenn mau setzt 

105) 
in 

^ — ^-**' 

woraus man ohne Schwierigkeit findet: 

106) A»»co8[Ä(< + t)], /[* = i8in[Ä(< + T)]. 

« und r sind die beiden Integrationskonstanten. 

Wir wollen nun die geometrische Bedeutung der Größen 
QXf und Jp au&ttchen und zwar nicht bloß in diesem 
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speziellen; sondern im ganz allgemeinen in diesem Abschnitte 
behandelten Falle. Irgend ein Massenteilchen m des festen 
Körpers befinde sich zur Zeit i im Punkte Ä des Baumes 
und gelange infolge der Drehung nach B. Die Projek- 
tionen dieser beiden Punkte auf eine fixe Ebene, welche zur 
Zeit t mit der «/^-Ebene zusammenfällt^ seien Ä' und 
Dann istÄ B ^ OÄ'.kM. Die doppelte fläche des Dreiecks 
OÄB aber ist OÄ'*.X»dt, Daher ist das, was wir in § 81 
des L Teiles das Flächenmoment der Masse m bezüglich der 
Achse 0| genannt haben, gleich m,OÄ'*,Xf und die Summe 
der Flächenmomente aller Massenteilchen des Körpers be- 
züglich der Achse 0| ist k.^mOA'* ^ OX, Man sieht 
leicht^ daß durch die Drehungen f^dt und vdi jedes dieser 
Flächenmomente nur um einen verschwindenden Betrag 
geändert wird. Ebenso sind H/i und Jv die Summen der 
Flächenmomente aller Massenteilchen des Körpers bezüglich 
der Achsen Otj und Of. 

Diesen drei Größen sind (ebenfalls nach dem in § 31 
des 1. Teiles Auseinandergesetzten) zur Zeit t die Kosinus 
der drei Winkel proportional, welche diejenige Achse mit 
den drei Koordinatenachsen bildet, bezüglich welcher die 
Summe der Flächenmomente aller Maaseuteiichen des 
Körpers ein Maximum ist. 

Nun kehren wir zu dem jetzt behandelten speziellen Falle 
zurück. Da kerne äuberen Kräfte wirken, ist lüc Lage dieser 
Achse unveränderlich im Kaume fvergl. wieder § 81 des 
T. Teiles). Wir wollen diejenige Hälfte derselben, um welche 
die Drehung im positiven Sinne geschieht, als die positive 
0 Achse wälilen. Dann ist also- der Kosinus und Sinus 
des Winkes der beiden jc-Achsen: 

Jv Jv Oi 

Diese Ausdrucke, daher auch der Winkel der beiden A>Achsen) 
sind konstant. 

Es soll nun die positive O^^-Achse in dem Sinne gezogen 
werden» daB v positiv ist Die Tjage, welch e die Ach se der 
zu V senkrechten Winkelgeschwindigkeit yiF+~j?^i zu 
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Anfang der Zeit hat^ wählen wir als 0|- Achse und ziehen 
sie wieder in dem Sinne^ daß die Drehung des Körpers um 
die positive OI-Achse zn Anfang der Zeit im positiTen 
Sinne gescbielit. Dann ist für I =s 0, /» « 0 und X positiv, 
daher in den Gleichungen 106) r = 0 und i positiv. Da 
auch die Drehung um OZ im positiven Sinne geschieht, so 
liegt zu Anfang, und daher immer G zwischen 0° und 90* 
und es ist in den Q-leichungen 107) die Wurzel mit posi- 
tivem Zeichen zu nehmen. 

Die Gleichungen 94) liefern femer: 



108) 



f = konst = c 



dt dt 

Aus den heiden ersten dieser Gleichungen ioigt 

WO du'i oberen oder UiiUTcn Zeichen zusammengeliüren. 
Ans der letzten der Gleichungen 108) folgt 

v™± Ä, 

r 

oder, wenn man die Werte o und y aus 107) suhstituiert: 

Damit dies mit 105) stimmt, mttssen die oheren Zeichen 
ge^riüüt werden, und man hat: 



Die invariable Achse OZ liegt anfangs in der ^f- Ebene 
zwischen der positiven |- und positiven ^T- Achse, da die 
Komponente der ])relinng um alle diese drei Achsen für 
/ = 0 positiv ist; daher fällt OH mit der negativen Ofz-Acbse 
zusammen, da um Oi^ die Drehung tod +0Z gegen -^OCt 
also in unserem Falle auch von +0| gegen +0^ eine 
positive sein soll; denn bei einer positiven Drehung um OB 
muB C wachsen. Legen wir die O r Achse in die Richtung, 
die anfangs O17 hat, also die OA-Achse in die anfängliche 

Boltsuasn, MMhMilk II. 6 
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Ebene der beiden «•Acbsen nnd zwar in die Halbebene, die 
0| enthält» so ist auch « — 90^ 

0^ beschreibt eine Eegelfläche um die Achse OZ^ 
wobei sich die Ebene der beiden it^-Achsen mit der Winkel- 
geschwindigkeit A' ^ijy um die ^Achse dreht, was einer 
Drehung des Körpers um 0£ mit der Winkelgeschwindig- 
keit V und gleidizeitig um eine in der Ebene der ^Achsen 
auf 0^ senkrechte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit % 
entspricht Die augenblickliche Drehungsachse um welche 
sich der Körper mit der eben&lls konstanten Winkel- 
geschwindigkeit l'V^ + drelit, liegt auch in der Ebene 
der beiden Achsen, und zwar zwischen OZ und OC, 
wenn G > sonst auf der aaderen Seite von O iJ, da 
tg(^, = QilJv, tg(ß, 4') = ijv ist 



§ 18. Algebraisöhe Ldsuag der Aufj^abe im IWe des 
Fehlens ftoBerer Krftfte. 

Wir gehen nun über zur Betrachtung des Falles, wo 
das Trägheitsellipsoid ein dreiachsiges Ellipsoid ist uud 
keine äußeren Kräi'te wirken, also D = E— F= 0 ist, so 
daß die Gleichungen 104) folgende Form annehmen: 



109) 



dl 



Multipliziert man yon diesen Gleichungen die erste mit A, 
die zweite mit fn, die dritte mit v, und addiert alle drei, 
so erhält man: 



0. 



ein- 



2 / 

B'v.cichnet man daher den konstauten Wert des 
geklammerten Ausdruckes mit ^k^, so ioigt 

110) Ql^-^Uft^-^Jv^^k^ 

was nichts anderes als die Gleichung der lebendigen Kraft 
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ist, da die Unke Seite dieser GleichuDg die doppelte 
lebendige Kraft des Körpers darstellt 

Multipliziert man von den Gleichungen 109) diu erbte 
mit O)., die zweite mit HfjL, die dritte mit Jv, und addiert 
wieder, so folgt in derselben Weise 

III) ÖU2 + + 'f^v^ « A«, 

wobei h eine zweite Integrationskonstante darstellt Da 
Olf JSr/ü nnd Jv die Flächenmomente der gesamten Masse 
des Körpers bezüglich der Achsen 0|» Oif und sind 
(vergl. § 17, Pankt 3), so ist h das maximale Flächenmoment 
des Kdrpers, also dessen Flächenmoment bezfigÜch der in- 
Yariabeln Achse K (vergl. I. Teil, § 31], deren Winkel mit 
den beweglichen Koordinatenachsen durch die Gleichungen 



112) 



cos(i:, I) « ^01, co8(jr, fi) = j^Hfi, 



gegeben sind. Ziehen wir sie immer in dem Sinne, daß 
das Flächenniomcnt des Körpers bezüglich derselben positiv 
ist, so haben wir h mit positivea Vorzeichen zu wählen, und 
die Kosinus der Formel 112) haben dasselbe Vorzeichen 
wie / resp. f.L und v. 

Die invariable Achse K behält während der ganzen 
Bewegung ihre Lage im ßaume unveränderlich bei. Dagegen 
sind die Kosinus 112) veränderlich, dii die Achsen 0^^ 0% 
Ot, sich mit dem Körper mitbewegen und daher ihre Lage 
im Eaume fortwährend ändern* 

Durch Elimination von v resp. von fi aus den Glei' 
chungen 110) und III) erhalten wir resp. v durch X aus- 
gedruckt Substituieren wir die beti f f^euden Werte von ju 
und V in die erste der Gleichungen 109), so erhalten wir: 



113) di- 



Es werden also die Größen a. v im allgemeinen durch 

elliptische Fuüktiouen der Zeit dargestellt. 

Den speziellen Fall, wo zwei Hauptträgheitsmomente 

einander gleich sind^ wo sich, also die Funktionen auf trigono- 

5* 
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metrische reduzieren, haben vir schon erschöpfend imyorigen 
Paragraphen behandelt Die elliptischen Funktionen redu- 
zieren sich auch auf trigonometrische f ür A s A; "^H, wenn 
also der Abstand der im nächsten Paragraphen zu be- 
schreibenden Ebene T vom Mittelpunkte des Trägheits- 
ellipsoides gleich der mittleren Halbachse desselben ist 

Wie im allgemeinen Falle die Integrale von der obigen 
Form auf die sogenannte Normalform zu bringen und in 
einfachster Weise durch spezielle elliptische Funktionen 
auszudrücken sind, wird in den LehrbUchem ^J^x diese 
Funktionen ausfQhrlioh gelehrt Ich will darauf um so 
weniger eingehen, als eine einheitliche Bezeichnung der 
elliptischen Funktionen noch nicht eingeftihit ist Ich will 
yiehnehr zur Entwickelung einer Yon Poinsot begründeten 
Theorie übergehen, welche uns gestattet, uns von der Art 
der Bewegung des in Rede stehenden Körpers ein anschau- 
liches Bild zu machen. 

§ 19. Poinaots gecxaetritciie Konstruktion. 

Weder die Achsen 0|, noch das zum Punkte O 

gehörige Trägheitsellipsoid des festen Körpers yerikndem 
ihre Lage relativ gegen den Körper. Es genügt daher, 
sich von der Bewegung des Ti^heitsellipsoides im Baume 
ein anschauliches Bild zu machen. Die Gleichung des- 
selben ist entsprechend den Gleichungen 152] und 153] des 
L Teiles, § 58 

114) Q^^ + Hfi^^J^^l, 

wobei |, 7;. s <lit^ Koordinaten irgend eines Punktes des als 
Fläche zu denkenden Trägheitsellipsoides bezüglich der be- 
wegliehen Koordinatenachsen sind.- 

Die augenblickliche Drehungsachse Ü bildet mit den 
Koordinatenachsen Winkel, deren Kosinus nach den Glei- 
chungen 93) gleich A/<ö, vjm sind. Bezeichnen wir 
mit den Punkt, wo dieselbe die Fläche des Trägheits- 
ellipsoides durchsticht, so ist OSi' derjenige Halbmesser des 
Trägheitsellipsoides, welcher die Bichtang der augenblick- 
lichen Drehungsachse hat Ist q dessen Länge, so sind 
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115) f«-^, 1?=.-^. C«-^ 

die Koordinaten seines Endpunktes Da dieser Funkt 
auf dem Trägheitsellipsoide liegt, so erfüllen diese Werte die 
Gleichungen 114). Es ist also: 

woraus folgt: 

116) Cü^kQj 

in) f-|. ^-J-. 

Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit q> ist also 
in jedem Momente proportional der Länge desjenigen Halb- 
messers des Trägheitsellipsoides, welcher die Richtung der 
augenblicklichen Drehungsachse hat. 

Wir wollen noch im Punkte i3' eine Tangentialebene T 
an das Trägheitsellipsoid legen. Die von 0 auf die Ebene T 
geföllte Normale habe die Länge p und bilde mit den Ko- 
ordinatenachsen die Winkel {p, |;, [p, rfj, (p, 

Wir machen nun von folgendem bekannten Satze der 
analytischen Geometrie Gebrauch. Wählt man die Achsen 
eines beliebigen Ellipsoides, dessen Halbachsen a, b, c sind, 
als Koordinatenachsen, zieht vom Mittelpunkte des Ellipsoides 
auf die im Punkte mit den Koordinaten |, fj, ^ an dasselbe 
errichtetö Tangentialebene eine Senkrechte, so hat diese die 
Länge 



^ ~ 'IL i Ü 
a* 6* ö* 

und bildet mit den Koordinatenachsen Winkel, deren Kosinus 

cos {p, S = ^ ^ - , cos (p, 7i) 




|/ a* ^ ft» ^ <»» 

sind. Li unserem Falle sind die Halbachsen: 
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a=l/]/^, 6«l/yi, o-l/]/7. 

Da ß' der Berührungspunkt ist, so sind auch für |, ^ 
die Werte 117) einzuaetzeni und es wird: 



118) 



P=^~f^f C08Ü>,|) — COS(/?,//)«^, 



Die erste Formel zeigt, daB die L&nge ^ der von O auf die 
Tangentialebene 7 gefällten Senkrechten im Verlaufe der 
Bewegung der Körper konstant bleibt» die drei Übrigen, daß 
auch die Biebtung dieser Senkrechten im Baume, daher 
auch relativ gegen die fixen Koordinatenachsen unverändert 
lieh bleibt Denn diese Senkrechte hat die Richtung der 
invariablen Achse, da ja die für cos(;?, |), 008{p, und 
cosip, L.) gefundenen Werte mit denen identisch sind, die 
Wir lür die Kosinus der Winkel fandeji, welche die invariable 
Achse mit den beweglichen Koordinatenachsen bildet 

Wenn wir daher in der Eichtling der invariablen Aclise 
nach der Seite hin, um welche das maximale hlächen- 
moment mit positivem Zeichen erscheint, vom Punkte O aus 
die Strecke kjh auftragen und durch ihren Kndpunkt eine 
zur invariahleu Achse senkrechte Ebene T legen, so wird 
diese Ebene während der ganzen Bewegung des Körpers 
vom Trägheitsellipsoid berührt. 

Wir berufen nns ferner auf folgenden allgemeinen 
phorononiischen Sat/. Es seien uns zwei beliebige bewegte 
Körper gegeben, die sich in einem Momente in einem Punkte 
berühren, an dem die Obertiäche keines der beiden Körper 
eine Kante oder Spitze hat Es sind drei BUUe möglich: 
1. In der Relativbewegung des zweiten Körpers gegen den 
ersten Köi-per ist die Komponente der Geschwindigkeit des- 
jenigen Punktes P des zweiten Körpers» in dem dieser den 
ersten berührt, normal zur Berührungsebene von Null ver- 
schieden. Sie muß, da wir die Gestalt der Körper als 
unveränderlich voraussetzen, in bezug auf den ersten Körper 
nach außen gerichtet sein, die beiden Körper trennen sich 
(wenigstens an dieser Stelle)^ Diese Geschwindigkeit muß 
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sich zudem unmittelbar vorher diskontinuierlich mit der Zeit 
geändert haben, da sonst der Punkt 1' des zweiten Körpers 
aus dem Innern des ersten herauskommen müßte. 'J. I 'lese 
Normalkomponente ist Null, aber der Punkt P hat relativ 
gegen den ersten Körper eine von Null verschiedene Ge- 
schwindigkeitskomponente, deren Richtung in die geraeinsame 
Tangentialebene tallt: dann sagt man, die Körper gleiten 
au dieser Stelle aneinander. 8. Auch die Tangentialkompo- 
uente der Geschwindigkeit des Punktes P der relativen 
Bewegung des zweiten Körpers gegen den ersten Körper ist 
Null, so daß dessen Weg bei dieser Relativbewegnng wälirend 
einer unendlich kleinen Zeit dt klein höherer Ordnung als 
äi ist, also durch dt dividiert mit abnehmendem dt der 
Grenze Nnll zueilt; dann sagt man, die Körper rollen auf- 
einand^. 

Die folgende ist eine allgemeinere Definition des Bollens, 
TOn welcher die soeben gegebene ein Spezialfall ist und 
welche auch den Fall einschließt, daß mehrere Berührungs- 
punkte vorhanden and, die auch in Kanten oder Spitzen 
der Oberflächen liegen können; nur schließen wir den Fall 
aus, daß auf eine endliche Strecke unendlich yiele Kanten 
oder Spitzen feilen. „Zwischen den Zeiten t und t + dt 
findet ein Bollen zweier fester Körper aufeinander statt, 
wenn eine oder mehrere Stellen vorhanden sind, wo die 
Oberflächen heider Körper zur Zeit i die Entfernung Null 
hatten, und wenn an allen diesen Stellen je zwei Punkte des 
einen und anderen Körpers, welche zur Zeit i die Entfernung 
NuU hatten, auch zur Zeit t-^-dt eine Entfernung haben, 
die unendlich klein höherer Ordnung k\s dt ist** 

Das Trägheitsellipsoid bertthrt die Ebene Tma in einem 
Punkte, und zwar hat der Punkt des Tr&gheitsellipsoides, 
in welchem dieses die Ebene T bertthrt, weder eine normale 
noch tangentiale Geschwindigkeit, da er in der augenblick- 
lichen Drehungsachse liegt, deren sämtliche Punkte momentan 
ruhen (während dt nur Wege zurücklegen, die unendlich 
klein liölierer Ordnung als dt sind). Das Trägheitsellipsoid 
rollt also auf der festen Ebene Tf wodurch seine Be- 
wegung Yülistäudig bestimmt ist. 
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§ 20. Poloide, Sorpoloido. 

Die Bahn des festen Körpers, d. h. der Inbegnil der suk- 
zessiven TjR gi-pn, dif im Verlaufe der Zeit annimmt, sowie auch 
der sukzessiven Lagen der augenblicklichen Drehuncfsaehse 
ist durch die Grestalt und Grröße des Trägheitsellipsoides und 
den Wert des Verhältnisses kjh vollständig bestimmt. Die 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung ist gleich dem mit k 
multiplizierten Halbmesser o des Trägheitsellipsoides, dessen 
Endpunkt in der Ebene T liegt. Um daher die Geschwindig- 
keit des Körpers in seiner Balm bestimmen zu können, muB 
man k nnd h separat kennen. Die Punkte, in denen nach- 
einander die Berührung des Trägheitsellipsoides und der 
Ebene T stattfindet, bilden sowohl auf dem Eilipsoide als 
mich auf der Ebene eine kontinuierliche Kurve. Die erstere 
Kurve heißt die Poloide, die letztere die Serpoloide. Die 
Poloide hat eine lemniskatenartige Gestalt und besteht aus 
einem zusammenhSngenden Zuge oder aus zwei abgeson- 
derten Teilen. Die Serpoloide ist eine sternartige ge- 
schlossene oder ungeschlossene Kurve, ähnlich den in den 
Figg. 10, 11 eta des L Teiles, § 22 dargestellten Bahnen 
bei der Zentralbewegung. 

Die Poloide ist der geometrische Ort aller Burch- 
schnittpunkte der augenblicklichen Drehungsachse mit der 
Oberfläche des TragheitselHpsoides. Bezeichnen wir wie im 
vorigen Paragraph mit |, if, ^ die Koordinaten eines dieser 
Punkte (des Punktes ST), so folgt aus den Gleichungen III) 
und 117); 

Der Punkt Q' liegt also auch noch auf dem durch 
diese Gleichung dargestellten Ellipsoide, dessen Halbachsen 
der Richtung nach mit denen des Trägheitsellipsoides zu- 
sammenfallen, aber die Längen haben: 
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Bas letztere EUipBoid ist also gestreckteri d. h. es weicht 
von der Kugelgestalt stärker ab als das Trägheitsellipsoid. 

Die Durcbscbnittslinie der beiden Ellipsoide ist die 
Poloide. Es mdgen beide Ellipsoide dreiachsig sein 
und zwar sei 0 < H < J, so daß also zur Achse 0| die 
gWJßte Halbachse beider Ellipsoide und das kleinste Träg- 
heitsmoment des Körpers gehört Dieser soll nun tmver^ 
ändert bleiben und wir studieren verschiedene Bewegungen 
desselben« wobei die Anfangslage der augenblicklichen 
Drehungsachse, also das Verhältnis A/A; wechseln soll, welches 
ja Ton den Anfangsgeschwindigkeiten der Teilchen des Kör- 
pers abhängt Dann bleibt also das Trägheitsellipsoid un- 
verändert und auch das zweite EUipsoid bleibt ähnlich zu 
sich selbst und ändert nur seine absolute Größe. 

Solange h/kK^G ist, sind alle drei Halbachsen des- 
selben kleiner als die des Trägheitsellipsoides; es liegt also 
das zweite Ellipsoid ganz innerhalb des Trägheitsellipsoides 
und die betreffenden Werte der Konstanten entsprechen 
keiner möglichen Bewegung. Wird hlk^yö, so berühren 
sich beide Ellipsoide an den beiden Polen der großen 
Achse. Der Körper dreht sich also mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit um diu Achse des kleinsten Trägheits- 
momentes. Ist hj k ein wenig größer, so beginnen sich beide 
Ellipsoide ein weniij /u schneiden und zwar anfangs in zwei 
ganz kleinen, die beiden genannten Pole umgebenden Kurven. 
Die augenblickliche Drehungsachse bleibt also immer ganz 
nahe der Achse des kleinsten Trägheitsmomeiites. Mit 
wachsendem Werte von h/k wächst nur.]) das zweite EUipsoid. 
Die beiden Schuittkurven entlerneu »ich immer mehr von 
den beiden Polen der größten A(ihse und vereinigen sich 
endlich zu einer einzigen Kurve, welche sich an zw^ei mit 
den Polen der mittleren Achse des Trägheitsellipsoides zu- 
sammenfallenden Punkten seihst durchschneidet und in der 
Form der sich selbst durchschneidenden Lemniskate ähnelt 
Die Drehung kann zwar auch mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit um eine Achse statttindeu, welche die Bioh- 
tung der mittleren Halbachse des Trägheitsellipsoides hat, 
aber die augenblickliche Drehungsachse kann sich nicht in 
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einem Kegel bewegen, dessen Seite immer einen sehr kleinen 
Winkel mit der Kichtung der mittleren Halbachse des 
Tiftgheitsellipsoides eiuBohließt 

Wächst hß noch mehr, zerfallt die lemnisbiten- 
artige Kurve wieder in zwei getrennte Hälften, welche aber 
jetzt die beiden Pole der kleinsten Achse dee Trägheits» 
ellipBoides umgeben mä sich immer mehr nach diesen 
zurückziehen, bis für h/k^ yXdie Berfihrung nur mehr in 
diesen stattfindet, der Körper also um die Achse seines 
größten Trägheitsmomentes rotiert Ein ein wenig kleinerer 
Wert Ton hfk entspricht einer Bewegung des Körpers» wo- 
bei die augenblickliche Drehungsachse immer sehr nahe der 
Achse des größten Trägheitsmomentes liegt Größeren 
Werten entspricht keine mögliche Bewegung mehr. 

Apparate zur Versinnlichung der geometrischen Dar- 
steUung der Bewegung eines frei um einen Punkt dreh- 
baren Körpers haben Mach» Obermayer ^) und andere 
konstroiert 

Die eine Hälfte des Trägheitsellipsoides ist aus Holz, 
Gips oder Metall modelliert und mittels eines Kugelgelenkes, 
das sich im Mittelpunkt des Ellipsoides befindet, nach allen 
Bichtungen frei drehbar. Das Kugelgelenk wird durch 

folgende Vorrichtung getragen. 

An einem horizontalen ihutte, das die oben besprochene 
Ebene T darstellt, ist eine vertikal nach aufwärts gehende 
Stange befestigt, welche einen horizontalen Querstab trägt. 
Dieser Stab trägt dann nochmals höher oder tiefer stellbar 
eine kürzere vertikal nach abwarte gerichtete Stange, an 
deren unterem Ende das Kugelgelenk angebracht ist; man 
stellt nun die letztere Stange bald tiefer, bald weniger tief, 
jedoch immer so, daß das EUipsoid das Brett berührt und 
kann V)ei jeder Einstellung der Stange vermöge des Kut^^^l- 
gelenkea das EUipsoid auf dem Brette in solrlier W uise 
wälzen, daß es ohne Grleitung rollt. Ks führt dann genau 
dieselbe Bewegung aus, welche das mit einem frei um einen 
Punkt drehbaren Körper fest verbundene Trägheitseilipsoid 



<) CarU Bepertoriom Bd. 4, S. 861 und Bd. 15, S. 54. 
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bei der ohne Einilnß von Kräften nach den Gesetzen der 
Mechanik erfolgenden Bewegung des Körpers ausfahren 
würde. 

Legt man durch die Serpoloide einen im Baume festen 

Kegel, durch die Poloide einen fest mit dem bewegten 
Körper verbundenen Kegel, welche beide ihre Spitze im 
festen Punkte 0 habeoi so rollt während der Bewegung der 
letztere Kegel auf dem ersteren. 

Man kann auch aus dieser Konstruktion die schon ge- 
fundenen Sätze über die Stabilität der Botation um die 
Achse größten und kleinsten Trägheitsmomentes und die 
Labilität der Rotation um die Achse des mittleren Haupt- 
trägheitsmomentes herleiten. Wenn sich nämlich der Körper 
anfangs um eine Achse drehte, die mit der größten Achse 
des Trägheitsellipsoides einen sehr kleinen Winkel bildet 
(d. h. einen Winkel der klein ist gegen den Quotienten der 
größten Halbachse in die Differenz der größten und mittleren 
Halbachse)^ so ist p nur wenig kleiner als die größte Halb- 
achse des Trägheitsellipsoides und alle Halbmesser des- 
selben, welche erhebliche Winkel mit der größten Achse 
bilden, sind kleiner als p, reichen daher nicht bis zur Ebene T, 
Die Drehung muß also immer um eine Achse geschehen, 
die sehr nahe der größten Halbachse Hegt^ diese ist stabile 
Rotationsachse. Man kann aucli sagen: Wenn sie anfangs 
Rotationsachse ist und dann eine sehr kleine, nur während 
kurzer Zeit wirkende störende Kraft auf den Körper wirkt, 
so weicht die gestörte Bewegung nach Auliiören der stören- 
den Kraft für alle spätere Zeit nur sehr wenig von der 
ursprünglichen ab. 

Man beweist ebenso, daß anch die kleinste Achse des 
Trägheitsellipsoides in demselben Sinne eine stabile ilota- 
tionsachse ist. Die Rotation kann auch eine beliebijj: lange 
Zeit hindurch gleichförmig um die mittlere Achse des Träg- 
heitsellipsoides geschehen. Tritt aber dann durch kurze 
Zeit eine kleine störende Kratr auf. «!0 geschieht nacb ihrem 
Verschwinden die Rotation nicht uiebr genau um die mittlere 
Achse. Die Gestalt der Poloide gleicht dann der einer 
Lemniskate, die sich nahezu an der Stelle, wo die mittlere 
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Achse die Ellipsoidfläche trifft, selbst schneidet, die der 
Serpoloide einer Spirale ähnlich der Balm bei der Zentral- 
bewegung, die dem Fußpunkte der Senkrechten p beliebig 
nalie kommen und sich beliebig oft um ihn herumschlingen 
kann und dann wieder davon entfernt Die augenblickliche 
Drehungsachse entfernt sich daher immer mehr und schließ- 
lich um endliches TOn der mittleren Achse des Trägheits- 
ellipsoides. Man sagt, die Botation um diese kann zwar 
andanem« ist aber labil. 

Falls das TrSgheitsellipsoid ein Botationsellipsoid ist, 
sieht man leicht, wie diese geometrische Darstellung wieder 
zu den Kesultaten führt, die wir schon in § 17 analytisch 
ableiteten. 

§ 21. Allgemeine Gleichungen für die Brekung eines 
schweren Botationskörpers um einen festen Punkt 

Wir haben den Fall, daß zwei Hauptträgheitsmomente 
eines um einen festen Punkt beliebig beweglichen festen 
Körpers bezüglich dieses Punktes untereinander gleich sind, 
schon in § 1 7 ausführlich unter der Voraussetzung diskutiert, 
daß keine äußeren Kräfte wirken. Wir kehren zu diesem 
Falle, weil er der physikalisch wichtigste ist, nochmals 
zurück und setzen /«nächst allgemein die Wirksamkeit ganz 
beliebiger äußerer Kräfte voraus. Später werden wir be- 
sonders auf die Schwerkraft unser Augenmerk richten. 

Wir wählen die Achse des von den beiden anderen 
verschiedenen Trägheitsmomentes zur O^- Achse, so daß 
also G = H iRt und die allgemeinen (jleichangeu 1Ü4) 
folgendermaßen lauten: 



Wir wollen bloß das Drehungsmoment F um die Achse 
in unseren Bechnungen belassen, es aber aus einem sogleich 
ersichtlichen Grunde mit — 9 bezeichnen. Statt 2> und E 
aber wollen wir die Drehmomente ^ und % der äußeren 



119) 



D « ÖA' + [J— Cf)fiv 
E ^ Qfi - [J— (jt)lv 
F = Jv. 
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Kräfte tun die Achsen OR and OZ einführen. Man findet 
aus den rechtwinkligen spliärischen Dreiecken ^BZ und 
i)IiZ der Fig. 1, § 18, Seite dS leicht 

120) cos(0|, 02) = - ^j', cos(0;/, OZ)^br 

(vergl. das später vorkommende Schema 139} § 23). Es 
ist also: 

Wir woUen hier für D, E, die Werte 119), darin aher 
für 9 die Werte 94) und fOr X, fi', if die daraus durch 
Differentiation nach der Zeit folgenden Werte: 

r = - ßr^' A-bC" -byÄ'B' ^ ßüÄ a -ßB' C 
fi' = hyJ!' + (7" - /9y 4'B' + heA' C + hB'C 
V ^cÄ' -B" -yÄC 

äubstitiiieren. Es folgt: 



121) 



d 



% = [/(e^^' - eB) + Qy'^A^ = 
IB « «^-^(- c^' + B) = /(- 0^" + B ' + C). 



Man hätte diese Belationm leicht direkt aus den La- 
grangeschen Bewegungsgleichungen 43) in der folgenden 
Weise erhalten können. Man sieht sofort, daß nach der 
durch Gleiühuni^ 32) ausgedrückten Definition der verall- 
gemeinerten Kraft die Größen % 6 und die verallgemei- 
nerten Kräfte nach den Koordinaten B und C sind. Es 
liefern daher die Lagrang eschen Gleichungen: 

d bT dT ^ 
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Nun ist aber die lebendige Kraft: 




Die Substitution der Werte 94) gibt: 



123) T« -^(y^^'^ + O + = ^ f' 



Die Eifiiuliruüg dieses Wertes in die Gleichungen 122) 
liefert sofort die Gleichungen 121). Es ist mir nicht gauz 
verstäodlicli , warum Helmholtz, welcher dieselben Glei- 
chungen nach der letzteren Methode entwickelt hat, sagt^), 
das Moment 5^ ^Helmholtz nennt es C) müsse seinen Stütz- 
punkt am inneren beweglichen Ringe der kardanischen Auf- 
hängunji haben, durch welche er sicli die freie Beweglich- 
keit des Körpers um einen f^uakt vermittelt denkt. Für 
die bloße Tatsache,, daß die Achse des MomeuLea JÖ sich 
mit der Achse des größten Haujitträgheitsmomentes des 
Körpers mitbewegen m\i&, ist doch dieser Ausdruck nicht 
ganz der richtige. 

Falls das Moment der auf den festen Körper wirkenden 
äußeren Kräfte zu allen Zeiten bezüglicli der Achse Ol, des 
Ton den beiden anderen verschiedenen Hauptträgheits- 
momentes gleich Null ist, was z. B. immer der Fall ist» 
wenn die Angriffepunkte aller äußeren Kräfte auf dieser 
Achse liegen, ist )B 0, und die dritte der G-leicbungen 121) 
liefert: 



Die Gleichungen 121) Tereinfeichen sich dann und man 
erhält: 



Wir speziali.^ii ren nun diese Formeln %veiter, indem 
wir annehmen, daß auf den in Rede stehenden Körper, der 
bezüglich des Drehpunktes zwei gleiche Hauptträgheit8> 



124) 



eÄ ^B' s fpskonst. 



125) 



Helmholts, Die physikalische Bedentang des Prinzips der 
kleinsten Wirkang» Borchardts Jonrn. Bd. 100, S. 154; Ges. Abb. 
Bd. S, 22S. 
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momente hat, nur eine einzige Kraft p von unveränder- 
licher Größe und Richtung wirkt, deren AngrÜspunkt auf 
der durch den Drehpunkt gehenden Hauptträgheitsachse 
0£ liegt, der das verschiedene Hauptträgheitsmoment ent- 
spricht Dieser Fall ist z. B. realisiert , wenn bloB die 
Schwere auf den Körper wirkt und sein Schwerpunkt in 
OC Hegt. 

Wir wählen die unveränderliche Eichtuug der Kraft 
zur negativen fixen Achse, ziehen also im Falle der 
Schwere die positive fixe OZ-Achse vertikal nach aufwärts. 
Ferner wählen wir diejenige Halbachse, auf welcher der 
Angriffspunkt der Kraft p, also im Falle der Schwere der 
Schwerpunkt liegt, als positive 0^-Achse und bezeichnen 
dessen Entfernung vom Drehpunkte mit l, so daß also im 
Falle der Schwere p das Gewicht des Körpers und l die 
Entfernung des Schwerpunktes vom Drehpunkte ist. Die 
Kraft p übt jetzt nur ein Moment ply aus, welches den 
Winkel Ö zu vergrößern sucht, keines in der Richtung der 
Winkel A oder B, Es ist also: 

und die Gleichungen 125) verwandeln sich in 

126) Jvo-^ Qy^Ä ^x, 

127) ö((r~oyX^ 

wobei X eine Konstante ist. Dazu kommt noch die Glei- 
chung 124). 

OA, H^L utkI Jv sirul die Flächeumoüiente des Kör- 
pers bezüglich der Ricliruugen, welche die Achsen 0|, Oi?, 
0^ augenblicklich im Kaume haben. 

1 28) QX cos («, I) 4- S^i C08 («,«?) + J v cos («, ^) 

ist also das Fläclienmoment des Körpers bezüglich der fixen 
Achse O Z. Nun ist cos ^) = c, cos % cos (», rjj^by 

(vergL Gleichung 120) und das Schema 139) des § 23). 
Substituiert man noch für fi, v die Werte 94)» so geht 
der Ausdruck 128) in die linlce Seite der Gleichung 126] 
über. Letztere Gleichung besagt also, daß das Flächen- 
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momeDt des Körpers bezüglich der Achse OZ konstant ist» 
was selbstverständlich ist, da ja die Knit |» bezagUch dieser 
Achse stets das Moment Null hat. 

Daza kommt noch die Gleichung der lebendigen Kraft, 
welche wir am einfisushsten in folgender Weise gewinnen. 
Wir multiplizieren die Gleichung 127) mit (7 und addieren 
dazu die mit A* multiplizierte Ableitung der Gleichung 126) 
nach t Es folgt: 

Q{C c + Y^^Ä' '^erO'Ä'j^pir c: 

und daraus durch Integration 

129) 0{(r* + r*A'^ + 2ple = x, 

wobei X o^iiö WVLG Integrationskonstante ist. Daß dies in 
der Tat nichts anderes als die Gleichung^ der lebendigen 
Kraft ist. erkennt man leicht folgHndenn.'i Lteii. v kon- 

stant ist, reduziert sich der veränderliche Teil der It lieu- 
digen Kraft auf ^G{X* -f was gemS.ß der Grleichungeii 94) 
gleich ^0{C"^ + r^Ä'^ ist. Die Arbeit der Kraft aber ist 
f ply rU ^ — pi (• + konst. 

Klimmiert man aus den G-leichungeii 12(3) und 129) die 
(iröBe .4', so erhält man dt durch einen DifFerentialausdruck 
gegeben, der nur 6" und <iO enthält Die Substitution des so 
erhaltenen Ausdruckes %idi in Gleichung 126) liefert auch dA 
in Form eines Differentialausdmckes, der nur C und dö ent- 
hält. Die Integration des ersten DifferentialausdruckeB liefert 
C als elliptische Function von t, die des zweiten C als ellip- 
tische Funktion von A» Wir fähren dies hier nicht weiter 
aus, sondern wollen nur in einiger noch spezielleren Fällen 
den Typus der Erscheinungen ans den Gleichungen her- 
leiten. 

§ 22. SpeziallaUe. 

I. Für s 0 gehen die Gleichungen 126) und 129) in 
die Bewegungs^eichungen eines gewöhnlichen physischen 
Pendels über^ das unter dem Einflüsse der Schwerkraft 
allein um einen festen Punkt drehbar ist und folgende Be- 
dingungen erföllt: 
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1. Die Verbindungslinie des Drehpunktes und Scliwer- 
puiiktcs, welche wir die Pendelachse nennen , muß Haupt- 
trägheitsachse sein. 

2. Aul dieser Achse muß «eine augenblickliche Drehungs- 
achse zu Anfang der Zeit senkrecht stehen^ wenn es ztl 
dieser Zeit überhaupt eine Bewegung hatte. 

3. Die Tr.jgheitsmomente bezijglich aller durch den 
Drehpunkt senkrecht zur Peadelachse gelegten Achsen 
müssen gleich sein. 

Die Gleichungen 126) und 129) etimmen in diesem 
Falle Tollkommen mit den Oleichnngen, welche wir im 
L Teile, § 40 8. 144ff. för die Bewegung des einfachen Pen- 
dels &nden, wenn wir an Stelle des dort mit iv bezeichneten 
Winkels 180** —C, an Stelle des mit bezeichneten Winkels 
den Winkel A und an Stelle der Konstanten k und JET die 
Konstante Pp/G, l^xlG und /';^/(? setzen. Es tritt also an 
Stelle des Winkels» welchen die vom Anfhängepunkte nach 
dem beweglichen materiellen Punkte gezogene Gerade mit der 
Vertikalen bildet^ der Winkel, den die Pendelachse mit der 
Vertikalen bildet, an Stelle des Winkels, den die durch den 
Aofhängepunkt und den beweglichen materiellen Punkt ge- 
legte Vertikalebene mit einer fixen Vertikalebene bildet, der 
Winkel, den die durch die Pendelachse gelegte Vertikal- 
ebene mit einer fixen Vertikalebene bildet 

n. Wir betrachten den Fall, daß v von Null yerschie« 
den ist, aber der schwere Körper sich niemals weit von 
seiner Buhelage entfernt, so daß also die positive 0^- Achse 
immer nahezu vertikal nach abwärts gerichtet, und wenn 
wir C7«= 180* — r setzen, r eine kleine Größe ist.*) Daher 
kann y = sin(7 = r, c*= co8(180* — r) =— 1 + -J^r* gesetzt 
werden und die Gleichungen 126) und 129) verwandeln sich in: 



Wir wollen nun die La^e des Körpers nicht relativ gegen 
das fixe Koordinatensystem, sondern gegen ein drittes 

Ein positives v bedeutet also eine Kotation, die von der posi- 
tiven y- g^egen die positive «-Achse auf kürzestem Wege geschieht. 



130) 
131) 




6 
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KoordmalenHysteim O X\ OY', 0 7/ bestimmen. 0 SoU 
immer mit der tixeii i-AcLsd ÜZ zusammeiitallen. 0 X' 
soll zu Anfang der Zeit mit OK zusammenfallen, sich aber 
in der festen ast^-Ebene mit der konstanten Geschwindig- 
keit ^ um die feste «-Achse im negatiyen Sinne drehen, 

also so, wie man auf kürzestem Wege Ton der positiTen y- 
zur positiTen a^Achse gelangt. Die beiden Achsen OX und 

OX' sollen also zur Zeit i den Winkel — r- miteinander 

einschließen. Zur selben Zeit ist daher der Winkel zwischen 
OB und OX' 

^OB, OX^Ä + ^. 

Wir fuhren lieber den Winkel & zwischen der Vertikal- 
ebene, die die Pendelachse 0£ enthält, und der XOZ» 
Ebene also den Winkel ein, welchen jene beiden Ton der 
it-Achse begrenzten Halbebenen miteinander bilden, Ton 
denen die eine die Achse 0(, die andere die Achse OX* 
enthält Da die erstere Halbebene immer senkrecht auf 
OB steht, so ist: 

182) ^ « (4: OR, OX') ~ 90^ ^ + ^ - 90^ 

Wenn h und k neue Integrationskonstanten sind, so gehen 
die Gleichungen 130) und 131) durch Einführung des 
Winkels Uber in 

188) H^-Ä, f'» + r«^««A-(^ + ^^^)r«. 

Dies sind aber genau wieder die Gleichungen, welche wir 
im L Teile, § 40 S. 146 für sehr kleine Schwingungen des 
einfachen Pendels fanden. Bei kleinen Schwingungen ge- 
schieht also die Bewegung des rotierenden Pendek relativ 
gegen das fixe Koordinatensystem, oder, wie man sagt, 
absolut im Räume gerade so, wie die des gewöhnlichen 
nicht rotierenden Pendels relativ gegen ein Koordinaten- 
system, das sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 

im positiven Sinne um die nach aufwärts gezogene 
Verukaie dreht, also weuu dies die Winkelgeschwindigkeit 
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der Erde wäre, wie die eines am Pole aufgehängten Fou- 
cault3clieu Pendels relativ gegen die Erde. Beim rotieren- 
den Pendel müssen noch die schon nm ÄTifuiige dieses 
Paragraphen hervorgehobenen Bedingungen erlüllt sein, daß 
die Verbindungslinie vom Drehpunkt und Schwerpunkt 
Hauptträgheitsachse ist und daß die Trägheitsmomeute be- 
zUglicli aller durch den Drehpunkt senkrecht zu dieser Ver- 
bindungslinie (der Pendelachse) gezogener Achsen gleich sind. 

Die Pendelachse des nicht rotierenden Vergleichspendels 
kann sich natürlich, je nach den Werten der Konstanten, 
absolut im Baume in einer Ebene, einem elliptischen oder 
Kreiskegel bewegen* 

Dieselbe Bewegung macht nach der alten Undulations- 
theorie des Lichtes ein Atherteilchen, wenn sich geradlinig, 
elliptisch oder zirkulär polarisiertes Licht in einem Körper 
fortpflanzt, der die Polarisationsebene dreht, denn es 
durchläuft ja dieselben Bewegungsphasen nacheinander, 
welche die verschiedenen Ätherteilchen des Strahles nach 
der alten Undulationstheorie gleichzeitig haben. Daher 
erklärt man die elektromagnetische Drehung der Polari- 
sationsebene des Lichtes oft durch die Annahme, daß die 
Volumelemente Bestandteile enthalten, die um die Achse 
der magnetischen Kraft rotieren. 

Dieselbe Bewegung erhält man auch, wenn man mit 
einem um die Pendelachse nach allen Seiten gleichbeschafPenen 
Pendel ein Gyrotrop fest yerbindet, welches sich rasch um 
die Pendelachse als Rotationsachse dreht Dieses Pendel 
schwingt wie ein Poucaultsches schwingen wttrde, wenn 
die Winkelgeschwindigkeit der Erde viel grüßer wäre oder 
wie obiges Atherteilchen. Durch eine daran befestigte 
Büchse, aus welcher ein feiner Sandstralil auf ein unter- 
gelegtes Brett fließt, kann man die Balm eines Punktes der 
Achse fixieren, Eutsprechetid der ungleichen Fortpflauzungs- 
gesch windigkeit des rechts- und linkszirkular polarisierten 
btrahles hat das Pendel, wenn es als Kreispendel schwingt 
für die eine und andere Umlaul'srichtung Yerschiedeue 
Schwinguugsdauer. 

m. Die Bewegung, welche mau die Präzesäionäbewegung 

6* 
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eines Kreisels nennt, wird folgendermaßen erzeugt: Ein 
schwerer RotationskÖiper, der sich sehr raBcli um seine 
Rotationsachse dreht, wird möglichst ruhig auf eine Vor- 
richtung aufgesetzt, die einen vom Schwerpunkte verschie- 
denen Punkt O der Achse fixiert. 

l J ist die Energie der Rotation des Körpers um 
die Achse O^j welche während der ganzen Bewegung kon- 
stant bleiht 

ist die übrige Energie des Körpers gegenüber der Ruhe 
desselben in seiner Gleichgewichtslage (d. h. letztrrr als 
Energienullpunkt ge-wählt). E muß nach (jrleichung 120) 
natürlich ebenfalls konstant bleiben. Die Bedingung, daß 
0 nahe gleich 180° sei, lassen wir nun fallen. Die Be- 
dingung, daß der Körper sehr rasch rotiert, aber ruhig 
angesetzt wird, präzisieren wir dahin, daß E zu Anfang 
und daher immer klein gegen ^Jv* sein soll. 

Da im Ausdrucke für E alle drei Addenden wesentlich 
positiv sind, so muß um so mehr der erste derselben \Qy*A'^ 
klein gegenüber ^Jv^ sein. Wir setzen nun voraus, daß G 
nicht sehr groß gegenüber J isi Da jedenfalls ^ ^ 1 ist, 
so folgt, daß auch Q^y*^^ J^ein gegen J*jr* daher Qy^Ä' 
klein gegen Jv ist Wenn wir die Werte zu Anfang der 
Zeit mit dem Index Null bezeichnen, so folgt aus 126): 



Auf der rechten Seite dieser Gleichung sind im Zähler 
beide Ausdrücke klein gegen den Nenner, daher ist die 
ganze rechte Seite klein und e immer sehr nahe gleich e^. 
Es wird also der Winkel G immer fast konstant bleiben, 

die Achse des Kreisels sinkt nicht, sondern behält ihre 
Neigung gegen die Verdka.e. 

IV. Bewegungen, wo C konstant ist, sind übrigens auch 
möglich, wenn J-Ji^^ nicht groß gegen E ist und wir wollen 
alle diese Bewegungen im folgenden unter einem behandeln. 
Wenn C konstaut ist, muß nach 129) und 130) auch Ä 
konstant sein. Setzt man die unter dieser Voraussetzung 
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ans den GleicLuBgen 94) abgeleiteten Werte Ton dXjdt nnd 
dpjdt in die beiden ersten der G-leicbungen so folgt: 

- ßyQÄB = (G - J)vßr£ -^plfß. 
Diese beiden (Tlcichungeu sind identisch. Durch Kürzung 
der ersten mit b y oder der zweiten mit ß y lolgt mit Eück- 
siclit auf 124): 

134) QoÄ^^JvÄ-Vpl = 0 

löo) ^ 

Sei zuerst C gleich ISO'^ ^ e, wobei e < 90^ ist^ so wird: 

2GCK»8 

Für V = 0 entspricht dies einem gewöhnlichen so- 
genannten Kreispendel, d. h. einem Pendel, dessen Schwer- 
punkt sich in einem horizontalen Kreise hewegt. Die Dauer 
eines Hinganges ist niA'. Ist v von Null verschieden, so 
enthält das Kreispendel einen um die Verbindungslinie 
seines Schwerpunktes und Anfliän^epunktes ohne Reibung 
rotierenden Körper. Die .Schwingungsdauer ist dann ver- 
schieden, je nachdem da« Pendel in der einen oder anderen 
Richtung herumgeht. I '^r Zahlenwert vou Ä ist größer, 
daher die Schwingungsdauer kürzer, wenn A' das entgegen- 
gesesetzte Vorzeichen wie v hat. d. h. wenn der rotierende 
Körper, dessen Achse mit der negativen O Z- Achse einen 
spit/en Winkel hildet, so daß ein positives v annähernd 
einer gleichsinnigen Rotation wie ein abuehmendes Ä ent- 
spricht, im gleichen Sinne rotiert als das Pendel hemmgeht 
Dies haben wir für sehr kleine Entfernungen von der Euhe- 
lage schon sab II bewiesen und haben schon dort auf die 
Analogie hingewiesen mit der Verschiede nlieit der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des rechts und links zirkulären 
Lichtes in Medien, welche die Polarisationsebene des Lichtes 
drehen. 

Ftlr {7 s 90^ wird die ümlaufsgeschwindigkeit für die 
Umlau&richtung, für welche Ä und v entgegengesetzt be« 
zeichnet sind, unendlich, für die andere gleich 
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Ist C ein spitzer Winkel, so ist eine derartige Bewegimg 
nur möglich fbr 

and zwar, wenn das Ungleichheitszeichen gilt, mit zwei ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten im gleichen Sinne. 

Kehren wir wieder zu der sub m gemachten Speziali- 
sierung zurück, d. h. nehmen wir an, daß v sehr groß 
ist Dann wird die eine Wurzel der Gleichung 134) in 
allen drei Fällen ((7<90^ (7=90* (7>90«) sehr groß 
(im zweiten genau unendlich). Die andere nimmt in allen 
drei Fällen mit wachsendem v ab und hat für große v 
angenähert den Wert 136). Sie entspriokt also der be- 
kjiTinten sogenannten Präzessionsbewegung. Da A' positiv 
ist, so dreht sich dabei die Ebene der 0 Z- und Ot-Achse 
im positiven Sinne um O Zf wenn die Botation im positiven 
Sinne um 0^ erfolgt. 

(renau dieselbe Präze8f5ionsbewegung ist natürlich immer 
mJ^glich, wenn unter sonst gleichen Unistiinden statt der 
Schwerkraft beliebige andere lu'äfte wirken, sol)ald sicli nur 
deren Wirksamkeit auf ein Moment yji reduziert, das bloß 
die Achse 0^ gegen OZ oder davon wegzutreiben, also 
den Körper um eine auf diesen beiden Geraden senkrechte 
Achse zu drehen sucht. Man hat dann in den obigen 
Formeln bloß statt pi zu schreiben. 

Den Sinn der Präzessiousbewegiing findet man unter allen 
Umständen folgendermaßen: Man denkt sich zuerst die Achse 
OS ftuf kürzestem Wege senkrecht gegen 0 Z gedreht. Dann 
denkt man sich in einem beliebigen Punkte der Achse 0^ 
der nicht mit 0 zusammenfallt) eine Kraft angebracht, die den 
Körper in demselben Sinne wie das Moment Wt zu drehen 
sucht, und verlängert diese Kraft in dem Sinne, in dem sie 
wirkt) bis zur Peripherie des rotierenden Körpers. Die 
Kichtung, wohin sich der getroffene Punkt der Peripherie 
infolge der Rotationsbewegung des Körpers augenblicklich 
bewegt, fällt mit der Richtung zusammen, in der sich der- 
selbe Punkt infolge der Präzession bewegt 
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§ 28. Komponenten der Brebani: um die fixen Aehien. 
Winkel der ^eu uud beweglichea Äclisen. 

Zwischen den Terschiedenen beim Probleme derBotation 
eines festen Eöipers um einen fixen Pnnkt Torkommenden 
Größen besteht noch eine große Anzahl wichtiger Be- 
ziehungen, welche wir nun kennen lernen wollen. Wir haben 
in den Gleichungen 94) die augenblickliche Winkelgeschwin- 
digkeit 0 in drei Komponenten um die beweglichen Ko- 
ordinatenachsen als Drehungsachsen zerlegt Wir wollen 
sie nun in drei Komponenten um die drei fixen Koordinaten- 
achsen OX,OY,OZ als Drehungsachsen zerlegen und diese 
letzteren Komponenten mit l, bezeichnen. Wir be- 
trachten jede der drei Lagenänderungen, welche ein- 
treten^ wenn 

1. bei konstantem B und 0 der Winkel Ä nm dÄ, 

2. bei konstantem Ä und C der Winkel B nm dB, 

3. bei konstantem A und B der Winkel C um d C 
wäclibL, ulid zeriijgen jede iü drei Drehungen um die drei 
fixen Koordinatenachsen. Die erste Lagenänderung bedarf 
keiner weiteren Zerleguiig, da sie einer Drehung um OZ 
um den Winkel dÄ entspricht. Die zweite Lagenänderung 
ist eine Drehung um den Winkel d B Im negativen Sinne 
um die Achse Ot, also nm den Winkel — dB im positiven 
Sinne um dieselbe Achse. W^ir wollen den Durchschnitts- 
punkt der beiden größten Kreise und | // der Fig. 1, § 13 
S. 53, welcher Z am nächsten liegt, mit und den der Ver- 
längerung der beiden größten Kreise XR Y und ^Zi?^ mit 
R.^ bezeichnen (letzterer Punkt iöt in der Figur nicht ge- 
zeichnet). Die obige Drehung um die Achse zerlegen 
wir nun in zwei Komponenten um OZ und Oi^. Erstere 
ist ^odB, letztere ydB. Letztere wird noch in zwei Kom- 
ponenten — ceydB und + aydB um OX und OY «erlegt 

Die dritte oben betrachtete Lagenänderung bestand 
darin, daß bei konstantem ^ und 2? der Winkel C um dO 
w&chst Dabei dreht sich der Körper um die Achse OR 
um den Winkel dO, welche Drehung um die Achsen OX 
und 0 r die Komponenten adC und adC liefert Wenn wir 
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also ganz wie im Schema 87) S. 56 in die erste Vertikalreihe 
die Komponenten der ersten, in die zweite die der zweiten, 
in die dritte die der dritten Lagenänderong schreiben; in 
die erste Honzontalreihe aber die Drehongskomponenten 
um 0^, in die zweite die um OY, in die dritte die nm 
OZ, so erhalten wir folgendes Schema: 



137) 





dA 


dB 


dC 


ox 




— aydB 


adO 


07 




aydB 


adO 


OZ 


dA 


-edB 





Um Iffn^n zu finden genügt es anzunehmen, dai5 Ä 
während der Zeit dt um dÄ^A'dt, B nm dB=^Bdt, 
0 um dCss c'dt wächst. Die gesamte durch dt dividierte 
Drehung, welche der Körper dabei um die Achse OX er- 
fahrt, ist die Komponente l der Winkelgescliwindigkeit in 
der Eichtung OX, und da Analoges für die Y- und 2r< Achse 
gilt, so ist also: 

138) Z — — «rB' + aC, m^ayB -^eiCrf n^Ä'—öB. 

Wir wollen nm) die Winkel, welrlip jf^ ^^lae bewegliciie 
mit je einer fixen Koordinatenachse einsciiließt. durch die 
drei Winkel B, C ausdrücken. Wir bezcidiuen den Ko- 
sinus jedes Winkels, den die Achse mit irgend einer 
der fixen Koordinateiiaolisen einschließt, mit u. v und w 
haben die gleiche Bedeutung lür die Achsen O jj und 0^. 
Je nachdem die bewegliche Koordinatenachse den betreii'en> 
den Winkel mit OX,OY oder OZ einschließt, soll der 
Buchstabe für den Kosinas unten den Index y oder x er- 
halten. 

Wir denken uns in Fig. 1 wieder alle Punkte auf 
der Kugeloberfläche durch grOßte Kreise rerbunden; dann 
finden wir u^, ans den sphärischen Dreiecken 

XB^, YBif XRfi, YBfjf und aus den sphärischen 
Dreiecken ZB§ um ZRtj, und aus den sphärischen 
Dreiecken ^BX und iB Y. Die in dieser Weise sich ergebenden 
Werte können wir in der folgenden Tabelle zusammenstellen: 
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— ab — a ßc 
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IT, « 











Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie 



hat man ferner: 



140) 



^« + Uy Vy + l?, - 0 



14üa) 



! 

u^v^w^ i « 1, 

wobei in den Gleiclmngen 140a] das Zeicben wechseln 
mttßte, wenn das lateinische und griechische Koordinaten- 
system nicht) wie in Schema 139) angenommen ist, kon- 
gment, sondern Spiegelbilder w&ren. Hierfür sowie für die 
Formeln 140 a) werden wir einen besonderen Beweis zu An- 
fang des § 25 liefern. Alle diese Formeln folgen auch durch 
Substitution der Werte des Schemas 139). 



§ 24. Die Drehung, ausgedrückt durch die Differentiale der 
Xoaiiras der Winkel swiichen den fixen niid bewegliehen 

Aohsen. 

Wir bezeichnen nun mit u^^ v^y u^**. die Werte, welche 
die Kosinns der Winkel zwischen den fixen und beweglichen 
Koordinatenachsen zur Zeit t haben, mit % + d u^, v^-i-dv^y 
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i«y + (2tiy . . . die Werte, welche dieselben Kosinus zur Zeit 
t-\-dt naben, und wollen daraus die drei Drehungen Xdt, 
fidi,vdt um die drei Achsen 0^,Oij, berechnen, welche 
zusammengenommen der gesamten Lagenänderung äquivalent 
sind, welche der Körper während der Zeit dt erfährt. 

Wir wollen da die Achsen 0|, 0£ doppelt ziehen. 
Die einen sollen ohne unteren Index bezeichnet werden, 
sich mit dem Körper mitbewegen und zur Zeit f + rf^ die 
Lagen 0|"', OV", OC' haben. Die anderen 0$^, O rj^, OC^ 
sollen zur Zeit t mit O^,0t],0i^ /usamnieufallen, aber fix 
im Räume und dalier auch unveränderlich in ihrer Lage 
gegen OX^OY^OZ bleiben. Dann bilden also 0^,0r},0^ 
zur Zeit t und Of^.Ori^yO^^ immer mit den fixen Ko- 
ordinatenachsen Winkel, deren Kosinus u^^ v^, w„ • . . sind, 
o c"', Orf" und QT' aber bilden mit OX.OT, Winkel, 
deren Kosinus -\- dii^, + f/a:,, ?/.. -f- du . . . sind. 

Die gesamte Lagenänderung des Köri>ers wanrend der 
Zeitd^ kann man sich durch folgende drei Drehungen her- 
vorgebracht denken: 

1. Der K()rper erfährt die Drehung 7. dt um die x\chae 
Ofj. Schon bei dieser Drehung soll die Achse 0 7j fest 
mit dem Körper verbunden sein und in die Lage Or]' über- 
gehen. £^ ist also der Winkel zwischen Of^ und Ofj' gleich 
dem Drebungswinkel Da dieser Winkel sehr klein ist, 
so ist mit Vernachlässigung von unendlich kleinem höherer 
Ordnung: 

Xdt = sin(0i7, Orf) = co8(0^, Off). 

2. Der Körper erfährt die Drehung ^(2/ um die Achse 
Oij^, Dabei soll die Achse Oif, welche natürlich wieder 
fest mit dem Köiper Torhunden ist, in die Lage Oif' Über- 
gehen. Da sie sich hierbei in einer £bene Terschiebt» die 
senkrecht auf der Ebene der beiden Geraden 0(| und Off 
steht, so ändert sich dabei der Kosinus der beiden letzteren 
Geraden nur um unendlich Kleines höherer Ordnung, mit 
dessen Vernachlässigung man daher hat: 

coe(05i, Orf')^Xdt. 

3. Der Körper erfthrt noch die Drehung vdt um die 
Achse 0^. Dadurch soll die noch immer fest mit dem 
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Körper Terbandene Achse Or{' in die Lage Or\" über- 
geffthrt werden. Da sie sich hierbei wieder in einer Ebene 
bewegt, die senkrecht auf der Ebene der beiden Geraden 
und Oif steht, so ändert sich deren Eosinns wieder 
nm unendlich Kleines zweiter Ordnung, es ist also schließlich: 

141) cos(0^,, 0'n")^Xdi, 

Off" ist aber genau die Lage der Achse Oa?, welche 
schoD oben mit Off" bezeichnet wurde. Denn es ist die 
Lage, die dadurch entsteht, daß der Körper seine gesamte 
wShrend di erfolgende Lagenänderung erfährt und dabei 
die Achse Oti fest mit ihm verbunden bleibt Die Kosinns 
der Winkel, welche Off" mit den fixen Koordinatenachsen 
bildet, sind daher diejenigen Größen, welche wir mit 
r^ + rfv^, dv^, dv^ bezeichnet hab^Ti, während 0^^ 
mit denselben Koordinatenachsen diejenigen Winkel bildet, 
deren Kosinns wir mit iir, und bezeichnet haben. 
Daher ist: 

wegen 

14ö) v^w^ + VyW^ + v^w^ » 0 

(yergl. die Relationen 140). 

Bedenken wir, daß in du^ etc. nur Glieder höherer 
Ordnung, die also durch dt dividiert mit abnehmendem dt 
sich der Grenze Null nähern, vernachlässigt sind, so daß 
die Quotienten dujdi etc. genau das sind, was man als die 
Difierentialquotienten dieser Größen nach der Zeit be- 
zeichnet, so erhalten wir, wenn wir den Ausdruck 142) in 
die Gleichujxg 141) einsetzen und durch dt dividieren: 

144) + + 

Die Differentiation der Gleichung 143), welche ofiSsnbar zu 
allen Zeiten gilt, nach der Zeit lehrt uns, daß die rechte 
Seite der Gleichung 144) auch gleich 

dw» dwp „ dto. 
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ist Man erhält daher auch: 



US) 



» dt 



Die zykUficJie Vertauschung liefert: 



146] 




« dt 



« di 

dVx 



w. 



V dt 



y dt 

dVy 



dUy 



'* dt 

d V. 
^iLt 



du. 



Diese Gleichungen könnten verifiziert werden^ indem 
wir in ihre rechte Seite für v^,w^.,, ihre Werte aus dem 
Schema 189) einsetasen. Durch Differentiation dieser Werte 
nach der Zeit kann man dv^jdt, dwjdt . . . finden, die 
dann auch in die rechte Seite der Gleichungen 144), 145) 
und 146) einzusetzen sind. Man würde so für die rechten 
Seiten in 144), 145) und 146) wieder die Werte erhalten» 
die nach 94) gleich X, ft, und v sind. 

Wir können analog auch l^m^n durch u^f v^, • - » 
und deren Differentialquotienten nach der Zeit ausdrticken. 
Idt, mdt und ndt sind die drei Drehungswinkel, welche 
dem Korper um die Achsen OX, OY, OZ erteilt werden 
müssen, um die Lagenänderung zu erzeugen, welche er 
während der Zeit dt wirklich erfährt 

Man würde offenbar dieselbe relatiye Lagenänderung 
des Körpers relativ gegen die Achsen OXf OY, OZ er- 
halten, wenn man den Körper und damit die Achsen 
0|, fix im Baume ließe, aber die drei fest mit- 

einander verbundenen Koordinatenachsen OX, OY, OZ zu- 
erst um OX um den Winkel — Idt, dann um O Y um den 
Winkel — mrf<, und zuletzt um O Z nm den Winkel ^ndt 
drehen würde. Sie sollen dadurch m die Lagen 0 X"\ OY"' 
und 0 Z'" übergehen. Da diese drei (.Teraden relativ gegen 
0^, Oijf Oy dieselbe Lage wie die Geraden, die wir früher 
mit 0|'", Ov"\ 0^" bezeichneten, relativ gegen OX^OY, 
0 Z haben, so ist z. B. : 



OOS ( 0 r", O I) = + d , cos (O r 0 «?) = H- d t;,, 



üm die Lage O T" zu ermitteln, denken wir uns wieder 
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die Achsen OX, OY, OZ doppelt gezeichnet. Die ersten 
ohne unteren Index sollen die oben besprochenen Drehungen 
um die Winkel — Idt, — m di, — ndt machen. Die zweiten, 
die wir mit O , O i\ , 0 bezeichnen wollen, sollen fix 
im Baume nnd daher auch relativ gegen 0^, Orj, 0^ bleiben, 
da wir jetzt auch die Lage der letzteren Achsen un- 
veränderlich lassen. Die Drehung — Idt geschieht um die 
Achse OX. Durch dieselbe gehe O Y in die Lage OY' 
über, so daß man analog der Gleichung 141) hat: 

148) -/rf< = 8m(or,or)«co8(or, oz^). 

Durch die beiden Drehungen — m d l und — ndt um 
die Achse 0 und O soll die Gerade 0 Y' in die Lagen 
OY" und OY"' übergehen. Es ist dann OY" mit der 
oben schon so bezeichneten Geraden identisch, und da durch 
die beiden zuletzt erwähnten Drehungen der Kosinus sich 
nur um unendlich Kleines zweiter Ordnung ändert, so folgt 
aus Gleichung 14bj: 

J4d) cofl(0 r", 0 Zj) « - Idi. 

Da nun 

C08(O<Zi, <?g)»ii«,, cos(OZ|, Oi7)^i;.y cos{0 Z^, OQ^tw^ 
ist, 80 folgt aus den Gleichungen 147) 

cos(Or", OZJ = u^{u^ + du^) + v^{ü^-\-dv^) + w^{w^-i-dw), 

woraus wir in Verbindung mit Gleichung 149), ganz wie wir 
früher die Gleichung 144) erhielten, finden: 

mit zwei analogen durch zyklische Vertauschung gebildeten 
Gleichungen. Würde man die im Schema 139) zusammen- 
gestellten Werte für v^, u^... hier substituieren, aus 
diesen durch Differentiation nach der Zeit dujdi bilden 
und auch diese Werte substituieren, so würde man wieder 
die Gleichungen 138) erhalten. 

§ 25. Verschiedene andere Belationen. 

Betrachtet mau die drei unter den Gleichungen 140) 
vorkommenden Gleichungen 



94 



n. § 35. Andere Relationen. 



[GL 151, 



V+ V+ 



1 

0 

0 



als lioemre Gleichungen für u^, u^, und setzt die De- 
terminante der Koeffizienten 



Addiert man die Quadrate dieser drei Ausdrücke, so erhält 
man links J*. Die rechte Seite kann man leicht in die Form 

bringen. Es folgt also J ^±1, 

Bringt man die positive OA'-Achse mit der positiven 
0|- Achse, und gleichzeitig die positive Or;-Achse mit der 
positiven 0 F-Achse zur Deckung, so decken sich, falls die 
Koordinatensyteme kongruent sind, auch die positiven 
Achsen. Es ist also ii = v = w?, = 1, und aus der ersten 
der Gleichungen 151) folgt J = + 1. Falls die Koordinaten- 
systeme Spiegelbilder sind, so deckt sich die positive Achse 
mit der negativen ^-Achae. £s ist also u^ssv^^ — w^^l 
nnd es folgt J = — 1 . 

Natürlicli behält A in heideu Fällen seinen Wert auch 
für alle anderen relativen Lagen der Koordinatenachsen, 
da es, wenn sich die Lage kontinuierlich ändert, nicht 
plötzlich von — 1 zu +1 überspringen kann. Wir setzen 
immer kongruente Koordinatensysteme voraus, so daß also 
J » + 1 ist 

Wir wollen nun mit x, y, x die Koordinaten irgend 
eines Punktes P des festen Körpers bezüglich der fixen 
Koordinatenachsen zur Zeit i bezeichnen. 1, % £ seien die 




80 folgt: 




151] 
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Koordiaaten desselben Punktes bezüG^lich der beweglichen 
Koordinatenachsen. Die letzteren Koordinaten ändern sich 
uatttrlich nicht mit der Zeit. Dann hat man nach den be- 
kannten Formeln tür Koordinateutransformation: 



In jeder dieser Gleichungen zieht ein lateinisches x, y 
oder » auch den Index x oder y oder « na«h sich, ein 
griechischer Buchstabe |, 17 oder ( aber den Buchstaben 
u, V oder 

Wir wollen nun die Zuwächse dx, dy, d» berechnen, 
welche die Koordinaten x^y,» durch diejenige Lagenänderung 
erfahren, die der Körper während der Zeit dt erfährt Diese 
Lagenänderung kann durch die drei Drehungen Idi um die 
Achse OX, mdt um die Achse 0 T, ndi um die Achse OZ 
erzeugt werden. Bezeichnet man die Koordinatenzuwächse, 
welche durch die erste resp. zweite oder dritte Drehung 
allein erzeugt wurden, mit dem Index / resp. m oder 71, so 
ist nach Formel 145) (§ 65 des L Teiles): 

dx^^Of dy^^•^l»dt, dsi^^lydt 

dx^ *m mxdtj dy^ =■ 0, dz^^^mxdi 

dXj^^-' nydi, dy^sstnxdt, dn^ = 0. 

Die durch die gesamte, während dt stattfindende Lagen- 
änderung entstehenden Koordinatenzuwächse sind bis auf 
unendlich EHeines höherer Ordnung die Snperposition dieser 

Zuwächse. Dividiert man die Gesamtzuwächse durch dt, 
so eilen die Quotienten mit abnehmendem dt folgenden 
Grenzwerten zu, welche also die f )ill'erentialq^uotienten der 
Koordinaten nach der Zeit darstellen; 



152) 




I 



158) 
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154) 



dx 

a t 

dx j 



Dieselben Formeln erhält man, wenn man die erste der 
Gleichnngen 162) nach der Zeit differenziert. Da die be- 
weglichen Koordinatenachsen mit dem festen Körper un- 
Terlnderlich Torbonden sind, so sind dabei f , tj, £ als kon- 
stant zu betrachten. Es folgt also: 

dt ^ dt ^ ^ dt dt 
Substitniert man für 17, £ deren Werte aus den Glei- 
chungen 153), so folgt mit Rücksicht anf die Gleichnngen 150) 
wieder die erste der Gleichungen 154). Wenn man die 
halbe Masse jedes Massenpnnktes des Körpers mit dem 

rffj ( ) + ("57] 

multipliziert, darin und durch die Werte 154) 

ersetzt und über alle Massenpunkte summiert, so erhält 
man wieder den Ausdruck 95) für die lebendige Kraft T, 
den wir schon kennen. 

Unter den obigen Formeln haben alle, in denen die 
Momente D,E,F nicht vorkommen, einen rein geometrischen 
Charakter. In geometrischer Beziehung spielen ay:ier die 
Aciisen 0 X, 0 Y und 0 Z genau dieselbe liolie wie die 
Achsen Oiy, O^. Die relativen Tragen und daher alle 
rein geometrischen Beziehungen bleiben vollkommen die- 
selben, ob die Achsen 0 A', O 7, O Z tix sind und die Achsen 
0|, Ot die Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit (o 
um die augenblickliche Drehungsachse machen, deren Kom- 
ponenten nm die ersteren Achsen l, m, n, um die letzteren 
A, ft, sind, oder ob umgekehrt die Achsen 0|, Oti, Of 
fix sind, und die Achsen OX, OY, 0 Z gerade die 
entgegengesetzte Drehung machen, deren Komponenten 
die Achse OX, 0 r, OZ dann natiirlich — Z, —1», —n, 
um die Achsen 0^, Oiiy 0( aber ~ A, — (i, sind. 
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Wir können also in allen Formeln, welche die Drehnngs- 
momente E, F nicht enthalten, die Achsen 02l, OTf 
OZ mit den Achsen 0|, Ofi^ 0^ und umgekehrt yer- 
tauschen, wodurch sich auch die Winkel Ä und B ver- 
tauschen, dagegen (7 in — (7 nnd folglich auch C in 
und / in — übergeht Alle derartige Formeln Ton rein 
geometrischem Charakter bleiben daher richtig , wenn wir 
jede in der folgenden Reihe angefahrte Größe mit der in 
der nächsten Reihe unter ihr stehenden, und umgekehrt 
jede in der zweiten Reihe stehende mit der darüber stehen- 
den vertauschen: 

^) y> V «,i V ^> ^* ^> ^* ^» oXfOYfOZ. 

& C» «^«» V -i,-ih-v*By -c, -o, o|, Ofif o;:. 

^< dagegen müssen ungeändert bleiben. Durch diese 
Vertausdiung erhält man z. B. aus u^ — ab — aße die ent- 
sprechende Formel für v,, ebenso aus — uyS '\' a(X 
den fOr — A gefundenen Wert etc. Derartige Vertauschungs- 
regeln ersparen, wenn man die eine Hälfte der Formeln 
gefunden hat, die Arbeit der Ableitung der anderen Hälfte. 
Hat man aber alle Formeln bereits abgeleitet, so bilden die 
Vertauschungsregeln wenigstens eine oft willkommene Kon- 
trolle iur die Dichtigkeit der liechnung. 

§ 26. Bio Zuiammen&tsuig der in den behandelten 
spenellen Fällen gaftindenen Resultate liefert die allgemeinste 
Bewegung eines starren Körpers. 

Wir haben bewiesen, daß sich bei Elinwirkung ganz 
beliebiger Kräfte auf einen vollkommen freien Korper dessen 
Schwerpunkt wie ein einziger materieller Punkt bewegt, auf 
den alle diese Kräfte gleichzeitig wirken und daß die 
Drehung um den Schwerpnnlvt so geschieht^ als ob derselbe 
ohne Änderung der sonstigen Umstände festgehalten würde. 
Da wir die beiden letzteren Probleme nach dem vorgenom«* 
menen lösen können, so haben wir auch das allgemeine 
Problem der Bewegung eines vollkommen freien Körpers 
unter Einwirkung beliebiger Kräfte indirekt gelöst und es 

BoUsmsDtt, Medwnlk IL T 
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ist dies in der Tat der Weg, den man meist einschlagen 
wird, da man dadurch die kompliziertere Aufgabe in zwei 
möglichst einfache zerlegt Natürlich haben wir aber damit 
noch nicht die Bewegungsgleichnngen für den allgemeinsten« 
Fall explizit hingeschrieben. 

Behandelt man das Problem Ton vomherein in ToUer 
Allgemeinheit, so werden die Gleichungen zwar erheblich 
küin])lizierter und unanschaulicher, aber man hat den Vorteil, 
daß niaü alle Aufgaben, die wir nacheinander lösten, in 
derselben Formel beisammen hat und durch Spezialisieiuug 
derselben gewinnen kann. Wer sich für die Scliönheiten 
dieser Behandlungsweiae interessiert, der sei außer auf 
Lagranges Möcanique analytique auf Kirch hoffs Vor- 
lesungen über Mechanik verwiesen. 

Ich will hier nur kurz zeigen, wie mau vuu den bisher 
behandeiieü Spezialfällen aus, da sie ja implizit den all- 
gemeiusten Fall eiitli alten, auch wieder ohne große Schwie- 
rigkeit zu den allgemeinsten Formeln gelangen kann. 

Um in der allgemeinsten Weise die Lage eines voll- 
kommen freien festen Körpers gegen ein fixes Koordinaten- 



jetzt nicht mehr in demselben Sinne wie bisher Ter- 
wenden, die Koordinaten des Punktes Q bezüglich des fixen 
Koordinatensystems, und mit UfV,u; die Komponenten der 
Geschwindigkeit des Punktes Q in den Richtungen der be- 
weglichen Koordinatenachsen; femer mit 6, e die Koordi- 




Fig.2. 



System OX, OY, OZ 
zu definieren, legen wir 
durch einen beliebigen 
Punkt Q des festen 
Körpers drei Koordi- 
natenachsen ß I, Qfj, 
12 ^ die sich mit diesem 
fest verbunden mitbe- 
wegen (die beweglichen 

Koordinatenachsen). 
Wir bezeichnen mit 
ßt Tf welche Buch- 
staben wir, sowie a,b,e 
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naten des Punktes O bezüglich der beweglichen Koordinaten- 
achsen, mit fi und u, v die Komponenten der angen- 
blicklichen Drehungsgeschwindigkeit des Körpers nach den 
üxen resp. heweglichen Koordiriat('ii;Lohben, und mit ^, ij, ^ 
die Koordinaten des Schwerpunkles S dfes Körpers bezüg- 
lich der beweglichen Koordinatenachsen (vergl. Fig. 2). End- 
lich setzen wir analog wie früher: 

Würde der Punkt Q ruhen, so wären bei trlt icher Dreh- 
bewegung des Körpers um den Punkt Q die Komponenten 
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes S in den jüchtungen 
der beweglichen Koordinatenachse: 

156) — + -fA-|-|i^, ^^fi^fjX, 

(Infolge der Drehung l allein wären sie ja nach den For- 
meln 145) des L Teiles Null, — +^«7; addiert man 
dazu die durch zyklische Vertanschnng folgenden Geschwin- 
digkeitskomponenten infolge der Drehungen pt, und so 
folgen die Formeln 155); ^er^. auch die Formeln 154).) 

Dazu addiert sich noch die Progressivbewegung des 
Punktes Q, so daß die wirklichen Geschwindigkeitskompo- 
nenten des Schwerpunktes S in der Eichtung der beweg- 
lichen Koordinatenachsen 

sind. Die lebendige Kraft der im Schwerpunkte yereint 
gedachten Gesamtmasse M des Körpers ist also: 

157) + 

Die lebendige Kraft der Drehung um den Schwerpunkt ist: 

158) ^{Qk^-^Hft^^Jv^- Q'iiv-H'Xv^rXiA^T^. 

Dabei haben H, J, G', T dieselbe Bedeutung bezüg« 
lieh dreier durch den Schwerpunkt parallel üt] und 
Sit, gelegter Achsen, die sie früher bezüglich 0|, Oi/, 0^ 

hatten. Haben noch (7^,ifj,/j, 0^',H^\J^' dieselbe Be- 
deutung bezüglich der Achsen Üi^, so ist also 

1* 
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(TargL Formel 149). § 57 des L Teiles). 

Die gesamte lebendige Kraft des Körpers ist nach dem 

im I. Teile am Schlüsse des § 64 entwickelten Theorem die 
Summe der Ausdrücke 157) und 158); also wenn man noch 
die Werte 156) substituiert: 

Wir wollen nun die iSiimnie der Komponenten aller 
auf den Körper wirkenden Kräfte in den Richtungen der 
beweglichen Koordinatenachsen mit Xy Y, Z bezeichnen. 
Die G-röße A" ist dann nach dem Schwerpvmk issatze gk-ich 
der (iGsamtmas>e M des Kör])ers multipliziert mit der Be- 
schleunigung des Schwerpunktes iu der Richtung, die mit 
der Richtung zusammenfällt, welche die bewegliche Ab- 
szissenachse gerade zur Zeit f liat. Die Geschwindigkeits- 
komponeiite des Schwerpunktes in dieser Richtung ist zur 
Zeit t gleich (f . Zur Zeit ^ -f- t haben die beweglichen 
Koordinatenachsen etwas andere Eichtungen: Q^^^y Q^ij^, 
Die Komponenten der Geschwindigkeit des Schwer* 
Punktes in diesen Richtungen sind zur Zeit ^ + r: 

= ^ + ^i^^ + W'^' = + 

Die Komponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
zur Zeit t + T iu der Richtung, welche die bewegliche Ab- 
szissenachse zur Zeit t hatte» ist daher: 

= cos (ß I, I,) 4- Xi cos (ß I, ßj i?i) + 1^, cos ßi Q . 

Nun ist bis auf unendlich Kleines höherer Ordnung 
cos(ß|, ß|j Ij) = 1. Da wir femer sahen, daß sich die 
Drehungen der Parallelyerschiebung ein&ch superponieren, 
so ist analog mit 141) 

COS(ß|, ßj l?j) =! — »T, C08(ß|, ßj gj) = /LIT, 
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rlaher mit Vernachlässigung von unendlich Kleinem von der 
Ordnung r': 

Die BescUeunigung des Schwerpunktes in der Bichtung, 
welche die bewegliche Abssdssenachse zur Zeit t hatte, 
aber ist 

lim 22-Z_£ ^^^v^^fj^y,^ 

imd da diese ßcscbleunig^iing mit M multipliziert gleich X 
sein muß, so hat mau äcliiieBlich: 

Diese Gleichung kann mit Rücksicht auf den Wert 159) 

von T und die Werte 156} von (f^Xi ^ dxich. so geschrieben 
werden 

' dt du av ^ dw ' 

was mit der Gleichung 12) der 6. Vorlesung der Kirch- 
hoffachen Mochanik übereinstimmt 

Da die lirehnng um den Schwerpunkt genau so ge- 
schieht, als ob dieser festgebalten würe^ so hat man ent> 
sprechend den Gleichungen 99) und 100) 

wohei das Drehungsmoment aller auf den Körper wirken- 
den Kräfte um eine der beweglichen AbszisseuachseTi par- 
allel durch den Seh\ver|Minkt gezogene Achse ist. Bezeiclinen 
wir mit D das Drehungsmonient derselben Kräfte Ijeziiglich 
einer Achse, die mit der Lage der beweglichen Abszissen- 
achse zur Zeit i zusammenfällt, so ist nach § 29 des X. Teiles: 

Wir können daher die Gleichung 161) in der Form schreiben: 
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Nun folgt aus 158) und 159): 

dX " dX ^ d9 die 

BT ö i; _ uBT^ , ^ 3 r 
dft '^ dfi ^ dv ^ du 

dt dX ~ dt dl ^ df *^ 

d dT . dT , dT . 
' ' dt 8w ~ dv ^ dtp 

Drückt man yemöge dieser Gleichungen die in 162) er- 

schemendeiL Werte von ^ und ^ durch ^ 

dX Oft dv 9X dfn 

8 T 

und -jj— aus und substituiert für Z, ¥, Z deren Werte aus 
dv ' ' 

160), so liefert die Gieicliung 162) 

-.Q^ rf ÖT dT dT ^ dT 5r , 

waB mit Kirchhoff 8 Gleichungen 13) (L c) übereinstimmt 

Die Komponente der Geschwindigkeit des Sohwerponktee 
in der Bichtung der fixen Abszissenachse ist entsprechend 
den Gleichungen 153): 

Da die fixen Achsen ihre Lage im Baume nicht ändern, 
so ist die Komponente der Beschleunigung des Schwerpunktes 
in der fixen Abszissenrichtung einfach der Differential- 
quotient dieser Grdfie nach der Zeit. Multipliziert man 
diesen noch mit M, so muß das Produkt gleich der Summe 
A'jix der Komponenten aller auf den Körper wirkenden 
Kräfte in der Richtung der fixen Abszibseuachse sein, wo- 
durch man die Grleichuug 

.«.X d l dl , dT ^ dT\ y 

' dt\'du * dv ^dw) "* 

erhält, welche mit der orf5ten der von Kirchhoff (1. c.) mit 
Nummer 14 bezeiclm* ihei (Tleichnn^eii ideiitiscli ist. 

"Rndlich sind die Flilcheumomcutc des ganzen Körpers 
bezüglich dreier durch dessen Schwerpunkt 8 parallel der 
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augenblicklichen Richtung der Achsen Q^, Qtij ge- 
zogenen Achsen gleich ^ i , . Die Flächenmomente 

des Körpers bezüglich dreier gleichgerichteter, durch den 

tixeu Koordinatenursprung 0 gezogener xlchsen 0|, Ot}, 
OC sind nach § 31, S. 112 des 1. Teiles um die Momente 
größer, welche der stets in S bohndlichen und mit 6' mit- 
bewegten Masse M bezüglich der letzteren Achsen zukäme. 
Da die Punkte 0 und S bezüglich der Achsen ß|, Q t], ii^ 
die Koordinaten a, b, c resp. |, i;, ^ haben, so sind die Ko- 
ordinaten von »b' bezüglich der Achsen 0^, Otj, Ot gleich 
^ — a, 1] — b, ^ — G. Die Geschwindigkciuskomponenten 
Ton S in den Kichtungen der beweglichen Koordinatenachsen 
sind nach 156) 

1 dT 1 d7 1 dT 
M du * M dv * M dw ' 

äsher ist das Flächenmoment der in S konzentriert ge- 
dachten Masse M bezüglich der Achse G|: 

Das Flächenmoment des ganzen Körpers bezüglich 



derselben Achse finden wir, indem wir hierzu noch 



dl 

addieren. Daraus ergeben sich dann durch zyklische Ver- 
tauschung die Flächenmomente m^j und des Körpers 
bezüglich Ofi und 0^, so daß man hat: 



165) 
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Das Flächenmoment des Körpers bezüglich der fixen Ab- 
szissenachse aber ist: 

Hier hat man für m^, m,,«»; die Werte 165) zu sub- 
stituieren. Bedenkt man, daß die Abszisse des Punktes O 
bezüglich der Achsen il^, Uii, gleich 
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ist, da£ aus 160) folgt 



dl ~ ^ dte ^ dv dX 



und iiiiiimt dazu die vier aus diesen beiden Gleichungen 
durch zyklische Vertanschung folgenden Gleichungen, so 
ergibt sich unter Zuziehung der Grleichungen 140 a): 



Setzt man den DiiTerentialquotienten dieser Größe nach 
der Zeit gemäß dem Flächensatze gleich dem gesamten 
Drehungsmoment Df^x aller bezüglich der fixen Ab- 

szissenachse und bildet aus der betreffenden Gleichung durch 
zyklische Yertauschung zwei neue Gleichungen« so erhält 
man das letzte System der f&r einen vollkommen freien 
Körper geltenden Gleichungen. Man sieht sofort, daß es 
unter Berücksichtigung der Abweichungen unserer Bezeich- 
nungen yon denen Kirchhoffs mit dem Gleichungssysteme 
identisch ist« welches dieser 1. c. mit Nummer 15 bezeichnet 



HL Die Terschledenen Formen des Wirknngs- 

prinzipes. 

§ 27. Die Oleiehungen, welche für nicht holonome genera- 
lisierte Koordinaten an die Stelle der Lagrangesohen treten. 

Ehe wir die allgemeine Diskussion der verschiedenen 
Formen des Wirkungsprinzipes in Angrilt' nehmen, wollen 
wir noch die Ziisatzglieder berechnen, welclje zu den La- 
^ ran gesehen Gleichungen hinzutreten, wenn die angewandten 
generalisierten Koordinaten nicht holonom sind. Sie sind 



166) 



d T 
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dann jedenfalls durch Grleichungen von der Form der Grlei' 
chungen 23) mit den rechtwinkligen verknüpft. 

Wir nennen den aus diesen bei Koustanthaltung aller 
p^. folgenden Differentialquotienten von x^^ nach i den par- 
tiellen nach i und bezeichnen ihn mit dxj^jdt\ eine analoge 
Bedentnng hat dx^jdpj^, so daß man also hat: 



167) 4f-i7'. l^-flj. 



^ rrk dXk 

Aus denselben G-leichungen folgt: 

168) x\^lf + '^ntp\. 

Dagegen ist bei Bildung der Sx,^ die Zeit konstant zu 
erhalten, so daß man hat: 

169) 9xj^^^ni$pj^, 

Versteht man daher unter einem partielh n I »ifferential- 
qnotienten der afj^ einen solchen, wobei ton den Variabein 
pj^ und p\ alle konstant erhalten werden, bis auf die eine, 
nach welcher differenziert wird, so ist: 

m) fl.^/+v^%' 

dpM dpu ^ (i^h^^* 

letzteres gemäß den Gleichungen 167). Durch Differentiation 
derselben Gleichungen folgt: 

Es ist also: 



Wir setzen nun kürzehalber 
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80 dftB mr schreiben können: 

Die geometriBohe Bedentung der hier neu eingeführten 
Größen ergibt sich dnrch folgende Betrachtungen« 

Lilßt man zuerst pj^ um dpj^ und hernach p. um dp^ 

wachsen, so nimmt die Größe zuerst um n\dpj^, hernacli 

^+ ä^^^^rA ^ I>i«?i«nige de» Baumes, 

wohin während dieses ganzen Prozesses der materielle Punkt, 
dessen Masse ist, von seiner AusgangsstLÜLiiig aus ver- 
schoben wird, iieiße Nun soll umgekehrt zuerst und 
ö?j?j und dann erst^^ um dp^ wachsen, so daß zuerst a?^ um 

ifiip^ und dann um \n\ + ^f)^ dpj^ wächst Dabei 
gelange derselbe materielle Punkt, dessen Masse ist, von 
seiner unverschobeuen Lage nach Ali. Man sieht sofort, 
daß, wenn k = r, r + 1 oder r + 2 ist, die Größe 

nichts anderes ist, als die Projektion der geraden Verbin- 
dungslinie Ahi£fhi der beiden Punkte Ali und Efl.i des Kau- 
mes auf diejenige Koordinatenachse, nach welcher die 
gezählt werden. Bezeichnet man diese Projektion mit 
di^ti, 80 ist also: 

•*< äpsäpi 

Ähnlich seien E?^. und J''^ die beiden Punkte des Rau- 
mes, wohin sich das Massenteilchen verschiebt, wenn 
einmal zuerst t um dt und dann pj^ um dp^^, das andere 
Mal zuerst um dann erst t um dt wächst. Ferner 
sei Giill die Projektion von El Fl auf diejenige Koordi- 
natenaclise, nach welcher die a*^ gezählt werden. In der- 
selben Weise, in der sicli früher die g^metrische Bedeutung 
yon sj^^ ergab, findet man jetst^ daß 
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ist 

Bezeichnet man die Faktoren^ mit denen Lagrange die 
BediDgnngsgleichnngen 6) multipliziert> mit ft^, f*^ , <, , fi^, so 
folgt aus 6] und 4) in der bekannten Weise: 

17Ö) -a^k = «J*a4'+S^Mi{i» 1,2,3... 3n. 



Fährt man in dem Ansdracke ^> S statt der Sx^^ 
die Sp^ vermöge der Gleichungen 23) ein, welche in unserem 
Falle liefern: » ]^i7ü ^j'j^« so erhält man: 

8» «3» 

176) ^* xjx^ ^^^x^nl dp^. 

Der Eoef&zient yon ^j^^^ in dem Ausdrucke rechts soll, 
wie bei holonomen generalisierten Koordinaten die nach der 
Koordinate pj^ wirkende Kraft genannt und mit bezeichnet 
werden, so daß man also hat 

177) P, - -= 2 + M, tt) K; 

letzteres gem&& der Gleichung 175). 

Wir wollen nun, wie wir es bei Ableitung der La- 
grangeschen Gleichungen im vorigen Paragraphen taten, 

dt 

den Ausdruck a;'^ nach der Zeit differenzieren. Es loigt: 

Bei holonomen Koordinaten kann man oienbar ohne 
weiteres 

d (dxk\ daft 

setzen. Allein bei nichtholonomen ist dies nicht mehr ge- 
stattet Denn es ist: 



108 ni- % 27, Nichtholonome Kootdinaton. [Gl. 

daher: 



wogegen: 

daher: 

179} 

ist Man hat daher: 
oder nach Gleichung 174): 

Wir multiplizieren nun diese Gleichung mit m^, addieren 
beiderseits ^^Mil»^^ summieren schließlich bezttg- 

lieh & von 1 bis ä». 

Beginnen wir ganz links und schreiten zu immer mehr 
rechtsstehenden Gliedern der Gleichung 180) Tor, so ist 

1. nach Gleichung 171): 

181) 

9^ hat die bekannte Bedeutung. Es ist das Moment 
bezü^ich der ^ten Koordinate und wird gebildet, indem 
man die lebendige Kraft 

Sn 

182) r=^m,flj'| 

als Funktion der und p\ ausdrückt und dann nach p\ 
partiell (differenziert. 

2. Wir betrachten zunächst den Fall, daß die p^ die 
Bedingungsgieichiingen identisch erfüllen. Dann ist bei 
konstanter Zeit für jedes / [1^2 ,a): 
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183) ^ifcda^=Ü, 

wenn sich die pj^ beliebig aiidern, daher aucli, weun alle 
anderen bis auf eines, das wir wieder j)^^ iieiiuen wollen, 
sowie die Zeit konstant bleiben. Mit anderen Worten, es 
ist für jeden Wert von / und /*: 

8» 

184) / ==1,2,3..!:. 1,2,3...*. 
3. Nach Gleichung 177) ist: 




4. Aus Gleichung 182) folgt: 
Es ergibt sich also: 




Es sei nun sowohl die Größe ah-, auch die Richtung 
der Geschwindigkeit des r-ten materielUn Punktes, welcher 

die Masse ni^^m^^^ = m^^2 ^^^^y ^^''^^ ''r' ^'r + i' -^^ + 2 
die Koni])ouenten von in den drei Koordinatenrichtungen 
sind. Femer seien und uf. die Richtungen und die durch 
dtdp^ resp. dpj^dp. dividierten Größeuder (Teradcn, welche 
früher mit El Fl und .4/,,- bei^eichnet wurden. Dann kann 
man die Gleichung 187) auch in der 1^'orm schreiben: 

*) Wenn auch die Zeit öt waclK^rn würde, «o würdeu die a? 
zadem etwas andere Punktionen der p werdeu und msua. hätte jct£t 
fttr jedes h 

Diese Gleichung gilt jedoch für unsere jetzigen Betrachtungen 
nicht, da mit allen bisher durch das Zeichen d beseicbneten Variationen 
keine Verftuderung der Zeit verknüpft ist. 
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188) 



+ ^itt;,co8(t),uy], 



wobei in der ersten Summe r bloß die Werte 1, 4> 7 . . . 2 
zu durchlaufen hat. 

Hiermit ist also 1. erwiesen, dass die Lagrangeschen 
Gleichungen in unveränderter Form bei Anwendung nicht- 
holonomer Koordinaten ungültig sind, und 2. jedesmal das 
Eorrektionsglied berechnet, welches man ihnen beifügen 
muss, damit sie wieder gültig werden. 

Der Beweis erleidet nur eine unwesentliche Modifikation, 
wenn die Anzahl a der generalisierten Goordinaten größer ist 
als die Anzahl t » ~ r der Freiheitsgrade des Systems. 
Dauu bleiben zwiscben den generalisierten Koordinaten noch 
s i = (T Bedingungsgleichungen bestehen, von denen einige 
holonom, andere nichtholonom sein können. Von den r 
zwischen den rechtwiii Lügen Koordinatcu bestehenden Be- 
dingungsgleichungen werden dann also bloß t — ff durch die 
generalisierten Koordinaten identisch erfüllt. 

Die Variationen öx^^ der rechtwinkligen Koorflinaten 
bei kniistanter Zeit müssen naeli wie \ or die t GleicbuiiL^cTi 0) 
erfüllen. Wir können alle diese lileicliiiMizen in eine einzige 
zusammenfassen, indem wir jede mit emem willkürlichen 
Faktor fi^ multiplizieren und nachher alle addieren. Dadurch 
erhalten wir die resultierende Gleichung: 



Die Festsetzung, daß diese Gleichung für beliebige 
Werte der fi bestehen soll, yertritt Yollkommen die r Glei- 
chungen 6). 

Wenn wir nun in der Gleichung 189) die Sx durch die 
dp ersetzen, so muß sich die Anzahl der willkürlichen 
Faktoren A von r auf a reduzieren, da ja zwischen den dp 
nur ff Gleichungen bestehen» welche wir in der Form 
schreiben wollen: 



« 8« 
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190) ^«ia>j = 0, ^=1,2...<T. 

Die Gleichung 189) muß sich daher nach Einftthrung 
der dp aiif folgende reduzieren: 

wobei die X jedenfialls <r lineare, voneinander anabhängige 

Funktionen der /x sind. 

Die Faktoren (l^ , . . . fij wurden niui liacii Lagrauge 
so gewaiiit, daii der Ausdruck 

für alle Werte der $Xj^ yerschwindet Nach Einführung der 
generalisierten Koordinaten verwandelt sich dieser Aus- 
druck in 

oder 

wobei wieder r die Werte 1, 4» 7 ... 8^ — 2 zu durchlaufen 
hat Wegen der für die pi getroffenen Wahl) aus welcher 
analoge Eigenschaften für die X resultierten, muß die linke 
Seite der letzten beiden Gleichungen für alle überhaupt 
möglichen Werte der Spj^ Terschwinden und man erhielt die 
Bewegungsgleichungen: 
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m. §28. Beispiele. 



[GL 191. 192. 



191) 



oder 



192) 



* 1 " 

+ ^«I,C08 (Ü^UJ.) + ^, «i = 0. 

1 J 1 

Die durch d« n ^f.ini^'p] der Holonomität der Koordi- 
naten bedingten Zusatzglieder zu den Lagrangeschen 
Gleichangen sind also ganz dieselben geblieben, wie in dem 
Falle, dass die Anzahl der generalisierten Koordinaten 
gleich der Zahl der Freiheitsgrade des Systems ist, so daß 
zwischen den generalisierten Koordinaten keine G^leichungen 
mehr Übrig bleiben und es ist somit die gestellte Aufgabe 
in voller Allgemeinheit gelöst 



§ 28. Beispiel zum Torigen Paragraphen. 

Wir wollen die gefundenen allgemeinen Ghleichungen an 
folgendem Beispiele^) illustrieren. Zwei Biemenscheiben sind 
durch einen Treibriemen verbunden , welcher parallel der 
Achse der Scheiben in ähnlicher Weise hin- und her- 
geschoben werden kann, wie man einen Treibriemen von 
einer wirkenden Scheibe auf eine Leerscheibe oder um- 
gekehrt verschiebt Die eine Riemenscheibe verjüngt sich 
nach einer Seite hin, wogegen sich die andere nach der 
entgegengesetzten Seite nach einem solchen Gesetze veijüngt» 
daß ein und derselbe Treibriemen fiberall paßt, wenn er 
in der geschilderten Weise verschoben wird. Eine solche 
Verschiebung des Riemens bewirkt gewissermaßen eine Ver- 
änderlichkeit der Radien fj undr, der beiden Riemenscheiben 
und daher auch des Übersetzungsverhältnisses P^^r^lr^- 



*) Borchardts Journ. Bd. 98, Heft l, S. 87, 1885. 
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US 



Ist daher p\ die Winkelgeschwindigkeit der einen, 
die der anderen Riemenseheibe, so hat man — p^p\' 
Wenn veränderlicli ist, m kann man p„ und die g:esamte 
Wiükeldrehung der ersten T?ii niüiiisciieibe während einer 
gewissen Zeit als Koordmaten eines Punktes A , der ent- 
weder der zweiten Riemenscheibe angehört oder mit ihr fest 
verbunden ist, wählen. Es bind dies nichtholouome Koordi- 
naten, da es zur Bestimmung der Lage des Punktes A nicht 
gleichgültig ist, ob zuerst und dann jp^, oder umgekehrt 
zuerst und dann p^ sich um dieselben Betrl^ Andern. 

Der gleiche Effekt würde erzielt, wenn sich zwischen 
zwei nach entgegengesetzten Seiten konisch sich veijQngenden 
drehbaren BotationskÖrpem eine Scheibe 8 drehen würde, 
die auf keinem der Rotationskörper gleiten könnte und die 
parallel ihrer Drehungsachse yerschiebbar w&re. 

Man kann yielleicht zweifeln, ob derartige Bedingungen 
ohne jede Gleitung realisierbar sind. Jedenfalls haben aber 
die Bedingungen, an welche wir uns das aus den beiden 
Hiemenscheiben bestehende mechanische System gebunden 
dachten, genau die Eigenschaften, welche Hertz in seiner 
Mechanik von nichtholonomen Bedingungen fordert (Hertz*s 
Mechanik, i. Buch, Abschnitt IV). Daß das in diesem Bei- 
spiele gehrauchte mechanische System nicht holonom ist, 
ersieht man auch, wenn man bedenkt, dass die Winkel- 
stellung w der zweiten Riemenscheibe nur durch die Glei- 
chung dp^ = adp^ bestimmt ist, welche nicht integriert werden 
kann. Daher ist diese Winkelstellung und die Lage jeder 
Masse, deren Bewegiint; davon abhängt, in nicht holonomer 
Weise durch die Koordinaten p^ und p.^ bestimmt. 

Die Summe der lebendigen Kratt aller mit den beiden 
Biemenscheiben fest verbundenen Massen kann als Funktion 

Yonp^ und ^ ausgedrückt werden. Sie ist 

T^\(K+Lpljp'\, 

wenn t die Zeit ist und A' und L die Tr;iLrlieitsmomente 
aller mit der ersten, respektive zweiten iiiemenscheibe fest 
verbundenen Massen bezüghch der jeweiligen Drehungsachsen 

Boltamanii, Meohaulis LL 8 
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in §28. Beispiele. 



[GL 193-19&. 



sind. Alles übrige denken wir uns dabei masseiüos, so unter 
anderen den Riemen, resp. die Scheibe S. 

Wir wollen die Bewegungsgleichungen nur in dem 
speziellen Falle ableiten, daß unser ganzes System aus 
einem einzigen Massenpunkte von der Masse w besteht, 
welcher mit der Achse im imyeränderlichen Abstände r davon 
fest verbunden ist, um welche die Drehung mit der Winkel- 
geschwindigkeit w' geschieht Dann ist also K^O, L^mr*. 

Wir wählen die Ebene, in welcher die Masse m rotiert» 
als Koordinatenebene^ den Mittelpunkt des Kreises, in dem 
sie sich bewegt, als Koordinatennrsprung, und bezeichnen die 
rechtwinkligen Koordinaten der Masse m zu irgend einer 
Zeit mit x^, o^. 

Dann reduzieren sich die Gleichungen 23) auf 

193) dx^^nidp^-^nidp^, duB^^nidpi^nidp^, 
wobei 

i7;= 77^=0, n\ 

Daraus folgt: 

Bn\ aan , s/z» 



194) 



dB] 



I ^ ^1 



Das Gleichungssystem 187) reduziert sich auf die beiden 
Gleichungen: 

BT 



195) 



dt 



dq^ 
dt 



ö T 



01196.] 



m. §28. Beispiele. 
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und die Substitution der geiimdenen Werthe lieiert: 
196) p,^o. 

I)ic Lagr<an gesehen Gleichungen in ihrer gewöhnlichen 

Form aber würden falsche BewegunjSfSgleichungen liefern. 
So würde z. B. die gewoLnliche Lag ränge sehe Gleichung 
auf die Koordinate angewandt lauten; 

W ~ ^» aS' 

Nun enthält der Ausdruck für T das p\ gar nicht, es 
ist also = 0, dagegen enthält er das ungestrichene ji^g und 
es ist d Tldp^ = m r^p.^p'l. Aus der gewöhnlichen Form 
der L agrau gesehen Gleichung würde also folgen 

was, wie man leicht eindeht, eine Ungereimtheit wäre, wo- 
gegen das Ton uns gefundene Resultat P2 — O physikalisch 
ToUkommen evident ist 

Dieselben Gleichungen passen auf folgenden Fall Mit 
einer horizontalen Achse sei eine yertikale ebene Scheibe 
fest Terbunden. sei deren Drehung zu irgend einer Zeit 
Daneben steht eine vertikale Achse Ton quadratischem Quer- 
schnitt, welche Massen trägt und deren Drehungswinkel w 
sei. Auf ihr gleite eine Röhre von gut passender Höhlung 
mit quadratischem Querschnitte. Mit der Röhre ist eine 
kreisförmige horizontale Scheibe vom Radius eins fest ver- 
bunden, welche auf der vertikalen Scheibe rollt und darauf 
zwar radial aber nicht tangential gleiten kann. Der ver- 
änderlich gedachte Abstand des Mittelpunktes der horizun- 
talen Scheibe vom Punkte, wo die Verlängerung der hori- 
zoütalen Achse die vertikale Achse tritft, ist p.^ . Dem Übel- 
stand, daß eine einzige in einem tixen Kieise bewegliche 
Masse durch zwei Koordinaten bestimmt erscheint, können 
wir abhelfen, indem wir die Gleichungen für den Fall ab- 
leiten, daß die MaR'^e m oder eine zweite Masse mit der 
horizontalen Scheibe lest verbunden ist 

8* 
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§ 29. Yaaiatioii der IntegratioBigrenseii. 

Wir wollen nuii wieder zn den Formeln des § 6 and 
speziell zur Gleichung 41) zurückkehren* 

Für jede unter dem Einflüsse gegebener Kräfte ge- 
gebenen Bedingungen gemäß erfolgende (natftrllche) Be- 
wegung gilt, wie dort bewiesen wurde, die Gleichung 42), 
aus welcher die Bewegungsgleichnngen 4H), resp. 49) 
folgen« Umgekehrt folgt aus den Bewegungsgleichungen 
die Gleichung 43); denn, wenn wir die allgemeinste Form 
der Bewegungsgleichungen, nftmlich die Gleichung 49) mit 
9pj^ multiplizieren und bezüglich aller h summieren, so er- 
halten wir 

1 ^ 11 
was infolge der Bedingungsgleichungen des Systems ver- 
schwindet. Multipliziert man die linke Seite mit dt und 
integriert von bis ^, so ergibt sich in der Tat die Glei- 
chung 42). 

Mit Bücksicht auf diese Gleichung reduziert sich die 
Gleichung 41) auf: 

197) /[^ T+^HPjp,yt = p\ dp. 

Diese Gleichung gilt jedesmal, wenn folgende Be- 
dingungen erfüllt sind: 

1. Die unvariierte Bewegung muß eine „natürliche" 
sein, d. h. sie muß mit den Redingungsgleichungen vereinbar 
sein und ihr zeitlicher Verlauf muß die Bewegungsgleich* ..gen 
des Systems erfüllen. 

2. Die Variation muß ebenfalls mit den Bedingungs- 
gleichiingen vereinbar sein, d. h. für ein holonomes System 
muß jeder Zustand der variierten [Bewegung, für ein nicht 
holonomes aber jeder Übergang von irgend einem Zustande 
der unvariierten zum korrespondierenden Zustande der 
variierten Bewegung mit den ßedingungsgleichungen ver- 
einbar sein. 
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Besonders wichtig ist der Fall, daß eine Eraftfunktaon V 
existiert» daß also 

die ▼oUstodige Variation einer Funktion — V der yerall- 

gemeiiierten Koordinaten darstellt und daher mit SV zn 
bezeichnen ist. Die Funktion V kann auch die Zeit explizit 
entiKalten; allein dann darf die Zeit nicht variiert werden. 

Da es für das Folgende von besonderer Wichtigkeit ist, 
SO heben wir nochmals hervor, dat3 V lediglicli die für die 
unvariierte Bewegung geltende Kraftfunktion bedeutet, und 
daß daher unter V nur die Variation des V zu verstehen 
ist, welche dadurch bewirkt wird, daß bei der variierten Be- 
wegung die Koordinaten statt p^^ die Werthe p^^ -f- Öpj^ haben. 
Eine etwaige Krafttimktion der Zusatzkräfte, welche den 
Ubergang der uuvariierten in die variierte Bewegimg be- 
wirken, ist niemals in ci V einzubegreifen. 

Wir setzen, wenn eine Eraftfunktion existiert, ein für 
allemal: 

198) H, r+ r=: J?. 

Die Gleichung 197) reduziert sich dann auf 

*« , tt 

199) JaEdi^±i.\qJpj, . 

Es seien nun, wie bisher immer, pj^, p\ nnd die 
Werte einer beliebigen (der A-ten) Koordinate, der ent- 
sprechenden Geschwindigkeit nnd des entspredienden Mo- 
mentes zu irgend einer Zeit t für die nnyariierte Bewegung; 

W^Vk-^^H^ + %^iK-^^9h aber seien 

die Werte derselben Koordinate, Geschwindigkeit und des- 
selben Momentes zur selben Zeit bei der variierten Bewegung. 

Femer seien T und V die Werte, welche die lebendige 
Kraft und die Krafbfnnktion annehmen , wenn man darin 
für die Zeit, die Koordinaten und in T auch für die Ge- 
schwindigkeiten oder Momente die Werte t, pj^, p\f qJ^ sub- 
stituiert, %^ T+ STy^ß ^ Faber ^e Werte, welche 
diese Größen für dieselbe Zeit t annehmen, wenn man für die 
Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente die Werte pj^ 
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p'^, substituiert. Da V und T dieselben Fanktionen der 
Zeit, der Kooidiüatea und der Geschwindigkeiten oder Momente 
geblieben sind, so ist 

200) ^»l^^y» — ^^-.^A- 

Wir bezeichnen weiter mit p^, p'l, qt, F^, T^^, Eq und 
^ die Werte dieser Größen für die untere Grenze tQ der 
Integrale 197) und 199). P,» = K + ^ig, n^p'U Spf, 
<^h — 9h'^^<l'h ^^61* seien die Werte der A-ten Koordinate, 
Gresehwindigkeit und des Ä-ten Momentes bei der variierten 
Bewegung zur gleichen Zeit t^. Ebenso seien j)^, p'l, qU 
V^, ^1 und die Werte der entsprechenden Größen 
für die nnvariierte Bewegung zur Zeitf^, und pj^ = j>j[ + ^2?^, 
P'jI «P'jl + Wk tiüd qi = + ^gl die Werte für den der 
Zeit ^ entsprechenden Zustand der variierten Bewegung. 

Wir setzen nun 

und bilden auch das diesem Intesrale entsprechende Integral 
SB= TT-f-^^'TTfQr die variierte Bewegung. In diesem letzteren 
Integrale braucht aber die uiiiere Grenze für die Zeit nicht 
mit der unteren (Trenze /f^ der Zeit in dem für die unvari- 
ierte Bewegung geltenden Integrale W zusauum nzulallen, 
sondern die erstere untere Grenze kann eine unendlich wenig 
von verschiedene Zeit = t^^ 4- St^^ sein. Ebenso kann die 
obere Grenze des Integrales 2B eine unendlich wenig von 
verschiedene Zeit t^^at^^^t^ aein, so daß wir erhalten 

in welcher Gleichunt^ auch die unendlich kleinen Glieder 
erster ÜrdjiUiig gieicli aem münden. 



GL 804. 205.] m. §20. Variation der IntQgratioiugreiixen. 119 



204) 



Nach den Begeln der Variationsreclmnng hat man 
unendlich Kleines zweiter und höherer Ordnung zu vemach« 
lässigen und findet somit: 

Wenn Fund die n die Zeit nicht explizit enthalten, also fUr 
sUeronome durch skleronome Koordinaten bestimmte Systeme 
kann man übrigens ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
^ s 0 setzen. Man denkt sich dann die Tariierte Bewegung 
zur selben Zeit beginnend, wie die unTariierte, was in diesem 
Falle ihren Verlauf in keiner Weise ändert Die Variation 
der oberen Grenze di^ muß dann ^eich dem Betrage ge- 
macht werden, um wieviel die ganze Integrationszeit in dem 
durch Formel 203) bestimmten Integrale ^ größer ist, als 
in dem durch Formel 202) gegebenen Integrale W, 

Das Integral f^Edi in Gleichung 204) hat nun genau 

dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 199). Wie dort kann 
man in SH^dT- SV die Werte 200) und 201) substituieren, 
die mit $p' behafteten Glieder partiell integrieren und schließ- 
lich die infolge der Bewegungsgleichungen des Systems und 
den Bedingungen sich auf Null reduzierenden Glieder weg- 
lassen. Man erhält dann wieder die Gleichung 199]^ nämlich 

Die Substitution dieses Wertes in die Gleichung 204) 
aber liefert: 



205) + A^i»*»)- 

Man kann auch umgekehrt sagen, wenn man Ton irgend 
einem Übergange gewisser AnfiEUtigswerte zu gewissen End« 
werten als der unTariierten Bewegung ausgeht und die 
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Gleichung 205) ftLr alle Tariierten Übergänge gilt, welche 
den BediüguQgeii 45) entsprechen« so ist der nnyariierte 
Übergang, Ton dem man ansglng« immer eine den für die 
gegebenen Werte Ton V nnd n geltenden mechanischen 
Gleichungen entsprechende (eine ,,natürliche'^ Bewegung 
des Systems, da dann nach partieller Integration der $p' 
enthaltenden Glieder in dem Ton bis ^ erstreckten 
Integrale der Koeffizient der Variation jeder Koordinate, 
insofern dieselbe nicht durch die Bedinu^in^sgleichungen be- 
stimmt ist> für jedes t verschwinden muß, woraus mau wieder 
die Bewegungsgleiebungen des Systems erhalt. 

Die Gleichung 205) sagt daher, wenn sie für alle mit 
den auseinandergesetzten Bedingungen verträglichen Varia- 
tionen einer gewissen zeitlichen Veränderung der p gilt, aus, 
daß diese Veränderung der jt den Bewegungsgleicliungeu der 
Mechanik entspricht also die entsprechende Bewegung des 
Systems eine natürliche ist 

§ 30, Ableitung^ der Gleichung, welche die Grundlage für 

das Folgende bildet. 

In Formel 205} sind dp\ and die Zuwächse, welche 
die Vte Koordinate erfährt^ wenn man you den Zustönden 
der unvanierten Bewegung, welche zu den Zeiten ^ und t^, 
also den beiden Integrationsgrenzen des durch Formel 202) 
gegebenen Integrales W eintreten, zu denjenigen Zuständen 
übergeht, welche bei der variierten Bewegung zu denselben 
Zeiten und ty eintreten. Es ist besser, diejenigen Zu- 
wächse einzuführen, welche eintreten, wenn man zu den 
Zusländen übergeht, welche bei der variierten Bewegung zu 
den Zeiten » + ^^o = f| + eintreten, welche 

letztere Zeiten wieder die beiden Integrationsgrenzen des 
durch Formel 208) definierten Integrales SB bilden. Wir 
wollen die in letzterer Weise erhaltenen Koordinatenzuwäcbse 
durch Weglassung des darttbergesetzten Querstriches be- 
zeichnen. Beim Übergange von dem zur Zeit stattfindenden 
Zustande der unvariierten Bewegung zu dem zur gleichen 
Zeit stattfindenden Zustande der variierten Bewegung 
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wächst die Koordinate p^^ und Sp^^, Da bis auf unendlich 
Kleines sich auch bei der variierten Bewegung die Koordi- 
nate zur Zeit mit der Geschwindigkeit p/h ändert, so 
wächst beim Ubergange von dem zur Zeit stattfindenden 
Zustande der variierten Bewegung zu dem zur Zeit ^o + ^'^o 
stattfindenden Zustande derselben Bewegung pu um pl öt^. 
Die Summe dieser beiden Zuwächse ist die Größe, die wir 
soeben fT/;*'^ ohne Querstrich darüber nannten. 

Es ist also 8p^ ^Spf+p'lät^ und ebenso findet man 
Spl SS Spi + p'k dt^. Da zudem nach Gleichung 57) und 
198) allgemein 

^p\qj,^2T und E^2T^H 

ist (ersterer aber nur für skleronome generalisierte Koordi- 
naten], so erhält man: 



206) 



Die Substitution dieses Werthes in die Gleichung 205) 
aber liefert: 

207) ÖW E,Si^+E^dt,-\.'^(q\8p\^q\dp^;:i. 

Diese Gleiclunig i<^t die Fundamentalgleichung, aus 
welcher wir nun eine iveilie allgemeiner Relationen ableiten 
wollen. Sie erfordert niclit, daß das System skleronom sei, 
aber die generalisierten Koordinaten müssen skleronom sein, 
d. h. die Lage des Systems muß durch sie zn allen Zeiten 
in gleicher Weise bestimmt scm. Es muß eine Kraftfunktion 
existieren, welche aber die Zeit explizit enthalten kann. 
Falls diese die Zeit nicht explizit enthält, ist natürlich 

Die Gleichung 207) zeigte daß die Größe W, wenn die Zeit, 
die Anfoogs- und die Endlagen nicht Tariiert werden, für natür- 
liche Bewegungen ein Grenzwert ist Wenn die Integrations- 
grenzen nicht über ein gewisses Maß ausgedehnt werden^) 



^) Jaeobi, Vorlesungen tiber DTuamik, S. 64. 
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nnd die Kraftfunktion V konstant ist, also keine expliziten 
Kräfte wirken, so ist dieser Grenzwert stets ein absolutes 
Minimum. Man sieht dies am besten^ wenn man recbt- 
wi iikiige Koordinaten einführt. Es ist dann ä']p zweite 
V 11 Iii n Ton W gleich der Samme der mit den Massen 
multiplizierten Quadrate der Variationen der Gescbwindig- 
keitskomponenten, also eine wesentlich positive Größe. Wenn 
dagegen explizite Kräfte wirken, so wären darüber noch 
besondere Untersuchungen notwendig, und es wäre vielleicht 
der Zusammenhang zwischen den Bedingungen der Existenz 
eines absoluten Minimums und der kinetischen Stabilität 
der betreffenden Bewegung von Interesse. 

Man legte der Funktion W, weil sie in so vielen Pällen 
ein absolutes Minimum ist, eine metaphysische Bedeutung 
bei und nannte sie die Wirkung, besser hätte man sie freilich 
den Kraftaufwand" genannt; denn man könnte sich meta- 
phjäische Gründe denken, weshalb die Natur alles mit dem 
kleinsten Kraftaufwande erreicht, kaum aber dafür, daß sie 
immer eine möglichst Heine Wirkung erzielt. Es machte 
übrigens schon Jacobi darauf aufmerksam, daß, wo Diffe- 
rentialgleiclmngen existieren, im allgemeinen immer auch 
ein bestimmtes Integral existieren wird, welches durch die 
den Differentialgleichungen entsprechenden Veränderungeü 
zu einem Grenzwerte gemacht wird, dab es daher gar keine 
metaphysische Bedeutung hat, wenn es ein solches Integral 
auch tür die Differentialgleichungen der Mechanik gibt 

Ohne irgend welche metaphysische Nebengedanken 
wollen wir trotzdeni kiir, « }i:ülier alle nns Gleichung 207) 
fließenden Relation < n wiUt (h iti Namen „Wirkungsprinzipe'- 
zusninraenfassen. Das einla^ll^t^^ derselben war schon lange 
bekannt, aber erst durcli Hamilton und noch vollkommener 
durch Jacobi erhielten wir eine allgemeine Übersicht über 
alle diese Kelaüonen und ihren Zusammenhang, weshalb 
man wohl auch ihren Inbegriff, aber keineswegs bloß den. 
im ersten Abschnitte behandelten Satz als das Hamilton- 
sehe oder Hamilton- Jacobische Prinzip bezeichnen dar! 
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§ 31. AUgemeine Oleiohniigfeii Jaoobii. 

Ehe wir jedoch hierzu übergehen, woUen wir« J acobi 
folgend, unsere Gleichungen noch yerallgemeinem. Wir 
werden zwar in den folgenden Paragraphen dieses Buches 
nur FSlle betrachten, wo T eine homogene quadratische 
Funktion der ist Man stößt aber manchmal auf Glei- 
chungen, die sonst denen ganz analog sind, mit denen wir 
es hier zu tun haben; nur daß diep' in anderer Weise in T 
enthalten sind. ist daher nützlich, uns für einen Augen- 
blick Ton jeder speziellen Annahme über das Vorkommen 
der / in T unabhängig zu machen. 

Sei R eine ganz beliebige GhrGBe, welche in beliebiger 
Weise 1. eine independente Variable, welche wir behufs 
Vereinfachung der Sprechweise die Zeit nennen, 2. beliebige 
Funktionen jöj, • • • ^^"^ Zeit und 3. deren Diilerential- 
quotienten p\ » f . . . p\ nach der Zeit enthalte. Die par- 
tiellen Ableitungen des E nach den p ^ welche natürlich so 
zu bilden sind, als ob die f.f' und i independent wären, 
bezeichnen wir mit q. Wir setzen also; 

208) *-1.2...»- 

Durch diese s Gleichungen sind die q als Funktionen 
der }>' und der Zeit gegeben. Wir nehmen an, daß sich 
daraus umgekehrt die 'p als Funktionen der j», q und der 
Zeit finden lassen und daß sie dann in der Form erscheinen; 

209) v\ « VäCI', <l> i)' 

Alle diese Ausdrücke können entwickelt werden, wenn 
H als Funktion der p,p' und der Zeit gegeben ist Wir 
setzen weiter: ^ 
210) 

Ferner nehmen wir an, daß von der Zeit t^^ bis zur 
Zeit ii die p, p und q bestimmt sind durch ihre An&ags- 
werte und folgende Differentialgleichnngen 

latl 

wo der Index ^ des d ausdrückt, daß die partiellen IMe- 
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rentialquotiienten so zu versteheii sind, daß E als Funktion 
der q und der Zeit auszudrücken, also die p' darin durch 
die Werte 209) zu ersetzen sind. Außerdem sollen die Zu- 
wächse der p noch a Bedingnngsgleichungen von der Form 

212) T<i^+^5i?^di>ft«0, /«l,2...<r 

erfdllen, wodurch die X bestimmt erscheinen. Sobald H ge- 
geben ist, können die p' als Funktionen der q ausgedrückt 
werden, es sind also durch die Gleiclmngen 211) und 212) 

die Gesetze der Veränderung der p und q beatiiiinit. 
Den Inbegriff der mittels dieser Gleichungen aus gewissen 
Antaugswerteii für alle Zeiten von bis folgenden Werte 
nennen wir die uu variierten Werte oder auch symbolisch 
die uuvariierte Bewegimg der Werte der p, p und q. 

Wir wo! Im nun den zu jeder Zeit hierbei eintretenden 
Werten der /■ [inendiich kleine Zuwächse erieilen. Die da- 
durch entstehenden Werte der p nennen wir deren variierte 
Werte, jo^ soll dabei zur Zeit t den Zuwachs ^p^^ erfahren. 
Sämtliche (ip sollen sonst ganz willkürlich sein, nur 5;o11en 
sie gleich endlichen kontinuierlichen differenzierbaren h unk- 
tionen der Zeit multipliziert mit einer unendlich kleinen 
Konstanten sein, xmd den Bedingungen 

213) ^^nV^p^^Qy 2...<r 

genügen. Der Inbegriff aller yariierten Werte der p bildet 
wieder ein kontinuierlich mit der Zeit sich änderndes Wert- 
system, das variierte oder die variierte Wertebewegung, bei 
welcher der Ditierentialquotient des zur Zeit t gleich 

dt di 

ist Der zweite Addend ist also der Zuwachs Öp\ , den der 
Wert der Größe p\ zur Zeit t beim Ubergang von einem 
Wertsystem der ursprünglichen zum korrespondierenden (d. h. 
in unseren gegenwärtigen Betrachtungen zur gleichen Zeit 
gehörenden) der Yariierten Bewegung erfährt. Die ent- 
sprechenden Zuwächse der q findet man durch Variierung 
der Gleichungen 208). 
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Wir wollen nun das Integral J Hdt zunächst für die 

ursprüngliche Wertebewegung berechnen und dann den Zu- 

^.}«.^^^^^^ 

gang Yon der ursprünglichen znr Tariierten Bewegung er- 
fährt Nach den Eegeln der Variationsrechnung ist, da wir 
in diesem Paragraphen die Zeitgrenzen nicht variieren: 

214) sfudt = / dt^Lsp\ + ^^Sp,y 
und man erhält durch partielle Integration: 

215) »jBäi.fV^(-^ + '-^Sp,+ '^\,,»p,^ 

Wir denken uns nun in die Gr5ße E einmal die 
Yariaheln t, p,p% dann die Variahein t, q eingefllhrty indem 
wir die p' durch die Werte 209) ersetzen. Wenn dann samt- 
liche der Größen t,p,p' ganz willkürliche unendUch kleine 
Zuwächse ^1 tf S^Pj^ und erfahren, so wird das so oder 
so ausgedrückte E denselben Zuwachs E erfahren müssen. 
Die aus den Gleichungen 208) hierbei folgenden Zuwächse 
der q bezeichnen wir mit q* 

Aus Gleichung 210) folgt: 

hm* ß E BH 

S^E== ^p\S^q^ - (5, B t\^* 

Denkt man sich dagegen in E die Variabeln q und i 
eingeführt, so folgt: 

Da diese beiden Werte Yon E für alle c^, j>, q und 
Ö^t identisch gleich sein müssen, so folgt: 

^ ^Pu~ &Pu' dfi,'^ dt* di dt' 
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Genftgt daher das System der unTariierten Werte (die 
nnvariierte Wertebewegang) den Gleichungen 211), so folgt 

iSl Aal 

was yermüge der Bedingungen 218) veiäciiwindet. Man 
erMlt also aus 215): 

217) ^jHdt^'^ qj^Sp'^, 

Man sieht sofort, daß diese Gleichung eine VeralU 
gemeinernng der Gleichung 207) ist, welche man wieder 
erhält, wenn man speziell nnter den p die generalisierten 
Koordinaten des dort betrachteten materiellen Systems und 

unter H den Ausdruck T — V versteht, dagegen ist Glei- 
ciiuDg 207) iusofcm weit allgemeiner, als in derselben aucu 
die Integrationsgrenzen für die Zeit variiert werden, wäh- 
rend in 217) die Zeit nicht variiert. Da T unter den für 
die Gleichung 207) geltenden Voraussetzungen der Glei- 
chung 57) genügt, so geht unter ebendiesen Voraussetzungen 
die Gleichung 210) über in E=^2T — M, was dann liefert: 
T+V. 

Diese allgemeuieren brleichungen fallen jedoch nicht 
zusammen mit den mechanischen ßewegungsgleichungi ii, 
welche für den i^all gelten, daß die Koeffizienten der 
Quadrate und Produkte der verallgemeinerten Geschwindig- 
keiten im Ausdruck für die lebendige Kraft die Zeit exphzlt 
enthalten Im letzteren i^^alle ist 207) nnd selbst die La- 
grangeschen Gleichungen im allgemeinen nicht mehr richtig. 
So würde für rechtwinklige Koordinaten bei variabler Masse 
die Gleichung 207) nur gültig bleiben, wenn die Bewegnngs- 
gleichungen so lauten würden: 

d { dx\ BS dV ^ 
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während man annunmt> daß auch hei Teränderlicher Masse 



Hamel (Karlsruhe) hat die Lagraug eschen Glei- 
chungen nach einer anderen Seite hin Terallgemeinert, in- 
dem er statt der Momente lineare Funktionen derselben 

(Momentoide) einfahrte, nachdem schon Lagrange und 

Poisson gewisse allgemeine Formeln aufgestellt hatten, in 
denen statt der Koordinaten und Momente irgend welche 
Funktionen derselben eingefügt erscheinen. 



§ 32. Nochmals das Pxinsip der stationären Wirkung. 

Wir gelangen in folgender Weise zui^chst wieder zumPrin- 

zipe der stationären Wirkung. Wir lassen sowohl die untere 
Grenze t^^ als auch die obere Grenze in Formel 207) oder, 
wenn keine Kraftfunktion existiert, in Foinicl 199) unvariiert, 
so daß St^ = St^ = 0 ist, was, sobald die Kraftfunktion und 
die Bedingungsgleichungen die Zeit nicht explizit enthalten, 
darauf hinauskommt, daß wir die Zeitdauer der Bewegung, 
über welche das Integral 202) erstreckt ist, uuvariiert lassen. 
Ferner lassen wir zur Zeit t^, welche die untere Grenze 
des Integrals 202) bildet, sämthciie juateyiellen Punkte für 
die unvariierte und variierte l^ewxguug die gleiche Lage 
haben, so daß also welches in diesem Falle mit 

Sp^j^ identisch ist, für jedes h verschwindet. Endlicli lassen 
wir die Variationen der Geschwindigkeit für die Zeit und 
die Zusatzkräfte, welche die unvariierte Bewegung in die 
yariierte verwandeln, sonst zwar ganz willkürlich sein, hinden 
sie aber an die eine Beschränkung, daß sie bewirken sollen, 
daß auch zur Zeit <^ die Lage sämtlicher materieller Punkte 
fUr die unvariierte und variierte Bewegung dieselbe sein 
soll, so daß also auch Sp^j^ = Sp\ für jedes h verschwindet 
Dann folgt also aus Gleichung 2ü7): 

218) dWr^O, 

W ist ein sogenannter Grenzwert Sein Zuwachs ist 
ein unendlich Kleines höherer Ordnung bezüghch der Zu- 
wächse äpf^, äp\ und Sqj^f welche die Werte der Koordi- 
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naten, Oesohwindigkeiten und Momente zu irgend einer Zeit 
im allgemeinen erfiahren. 

Dieses Prinzip gilt, wie wir schon im I. Abschnitt 
sahen, nnd wie sich sofort ergibt» wenn man in Gleichung 199) 
statt in Gleidinng 207) die Zeit nnd die Anfangs- und £nd- 
koordinaten unvariiert läßt, auch wenn keine Kraftfunktion 
existiert Nur darf dann das Variationszeichen nicht im 
gewöhnlichen Sinne yor das Integralzeichen gesetzt werden, 
sondern 

h 

dW = Sf(T^ V)df 

h 

muB bloß als ein Sjymbolischer Ausdruck fllr 

/(^!r«^F)(i< 

betrachtet werden. Um dies sinnßülig zu machen, könnte 
man wieder dafür 3' W schreiben, und sobald unentschieden 
ist, mit welchem Falle man es zu tun hat, St'W^ so daß 
also die allgemeinste Gleichung so lautet: 

218a) ^'tF«Ü. 

Das Prinzip der stationären Wirkung gestattet, jede 
bestimmte mechanische Aufgabe auf eine rein phoronomische 
zu reduzieren, d. h. die Integrale der Bewegungsgleichtmgen 
jedes mechanischen Problems sind allgemein mit der zur 
Befriedigung der Gbrenzbedingongen nötigen Zahl von Inte- 
grationskonstanten gefunden, wenn die Lösung folgender 
Aufgabe gelungen ist: Die gegebene Zahl materieller Punkte 
ist im Verlaufe der zwischen zwei gegebenen Zeitmomenten 
t^^ \in l liegenden Zeit in solcher Weise kontinuierlich im 
Räume von einer bestimmten willkürlich gegebenen Anfangs- 
lage zu einer ebenso wülkürlich gegebenen ii<iidiage Uber- 

zufuhren, daß W^f(T^ V)dtt was wir die Wirkung wäh^ 

rend dieser Zeit nannten, ein Grenzwert wird, wobei T eine 
durch die Natur des Systems gegebene Funktion der Ko- 
ordinaten und Geschwindigkeiten, V eine ebenfalls gegebene 
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Funktion der Koordinaten und der Zeit ist» welche beide 
Fanktiooen nebst den etwa Torhandenen Bedingungsglei- 
chnngen, die für bolonome Systeme bei der nnvarüerten and 
variierten Überführung eingehalten werden müssen, die Natur 
des Problems bestimmt. Für nicht holonome Systeme muß 
jeder Übergang von den unvoriierten zu den korrespon- 
dierenden variierten Werten die Bedingungen erfüllen. 

Löst man die Bewegungsgleichungen der Mechanik für 
irgend eine mechanische Aufgahe in der geschilderten Weise 
mittels des Prinzipes der stationären Wirkung, so ist na- 
türlich die Berechnung der Integration s konstanten am eii^- 
fachsten, wenn diese nicht dadurch hestimmt sind, daß die 
Werte der Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten 
für irgend eine Zeit {t = i^^, den Zeitanfang), sondern da- 
durch, daß die Werte der Koordinaten allein aber für zwei 
vf i\^( hiedeno Zeiten und t^, z. B. den Anfang und das 
Ende der Bewegung) gpgehen sind. Sind sie in anderer 
Weise gegeben, so verfährt man folgendermaßen : Man denkt 
sich zuerst die Koordinatenwerte für und 1=^1^ gegeben 
und tindet so Integrale der Bewegungsgieichungen mit der 
nötigen Zahl von Integrationskonstanten. Hat man einmal 
so die Form der Integralgleichungen gefunden^ so ist dann 
die Bestimmung der darin enthaltenen Integrationskonstanten 
aus irgend welchen anderen Grenzbedingungen bloß eine 
Aufgabe der gewöhnlichen Algebra und macht meist keine 
Schwierigkeit mehr. 

Daß unter Einhaltung der Bedingungsgleichungen des 
Systems und der Orenzbedingungen ät^^ssSt^ ^Sp\aB$p\saO 
die Gleichung SW^O besteht^ ist die Bedingung, daß die 
betreffende zeitliche Veränderung der j> mit den Bewegungs- 
gieichungen verträglich ist, also eine natürliche Bewegung 
darstellt Ein spezieller Fall zeitlicher Veränderung ist es, 
wenn alle p sich gar nicht mit der Zeit ändern. Für 
diese Bewegung, welche für slderonome Systeme jeden- 
falls eine natürliche ist , ist dann T^O, V konstant^ 
^TT«- $[(ti - g n = (<i - ^o)^^'^- Bedingung, daß 
unter dem Einfluß gewisser Ei^^ und Bedingungen voll- 
kommene Buhe des Systems möglich, d. h. wie mau sich 

Boltsmftan, ICeoluatk n. 9 
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augdruckt, daß sich die Kräfte am ruhenden Systeme unter 

der f^'egebeneu Emschränkung der Beweguncrsfreiheit das 
Gleichgewicht lialten, ist also d V =s 0 oder in rechtwinkligen 

3n 

Koordinaten ^ ^j^^a^ 0. Dieses Prinzip» dessen Beweis 

Lag ränge an die Spitze seiner Statik stellt, ist also ein 
einfacher spezieller Fall des Prinzipes der stationären 
Wirkung. Für rheonome Systeme gilt derselbe Beweis, wenn 

mau — t^^ als sehr klein uniiimmt. 

Wir nannten V die Kräftefunktion oder auch das 
Potential. Helmholtz nennt es das statische PotentiaL 
Weil sich fiir bewegte Systeme in gewissem Sinne der Aus- 
druck R ==: T ~ V damit analog verhält, nennt Helmholtz 
die letztere GröBe das kinetische Potential, den Ausdruck 

nennt er das mittlere kinetische Potential und bezeichnet 
ihn mit IJ. Ks ist W (i^ — Q II, und da beim Prinzip der 
stationären Wirkung ^ — i^i^^Aniert bleiben muß, kann 
man dasselbe anch dahin aussprechen, daß das mittlere 
kinetische Potential H ein Grenzwert sein muß. 



§ 33. Beispiele. 

Ersks Bdgpid über die Anwendung des Ftinxipes der 
stationären Wirkung* Es sei ein einziger materieller Punkt 
gegeben» auf den gar keine (expliziten) ErSfte wirken und 
dessen Bewegung auch an gar keine irgendwie beschaffene 
Bedingungen geknüpft seL Dann ist V konstant und man 
sieht sofort, daß man es ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit gleich Null setzen kann. Die Wirkung während 
der Zeit ^ — abgesehen von einem konstanten Faktor: 

219) 2W^fe^di = J{u^ + + w^dt. 

An Stelle des Problems, in diesem Falle die Gesetze 
der Bewegung zu finden, tritt das geometrische Problem, 
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den Punkt aus irgend einer gegebenen Anfangslage in irgend 
eine gegebene Endlage kontinuierlich mit der Zeit so Über- 
zuführen, daß der Ausdrack 219) bei konstantem <^ nnd ^ 
ein Grenzwert wird, wobei c die Geschwindigkeit, u, v, w 
deren Komponenten in den Koordinatenrichtungen sind. Da 
in diesem Integrale die Koordinaten nicht vorkommen, so 
ist es gar nicht notwendig, dieselben als Variable einznMiren; 
man kann gleich die Variabehi u, v und w beibehalten; nur 
hat man wegen der ünyeränderlichkeit des Ausgangspunktes 
und Endpunktes der Bewegung die Bedingung beizufügen^ 
daß die drei Integrale 

h h h 

fudtf Jvdt, f todt 

k k 

unveränderlich sein müssen. Üm den Grenzwert des Int^ 

grals 219) unter der Nebenbedingunpr, daß die letzteren drei 
Integrale unveränderlich sein müssen, zu linden, hat man 
nach den Regeln der Variatiüuarechmmtr zur Variation des 
ersten Integrals die der drei letzten mit wiiiivürlichen aber 
konstanten Faktoren ^, v multipliziert, hinzuzuaddieren, 
wodurch man erhält; 
k 

fdt liu 4- /) -i- {v + fi) d v -t \w + *') dwi =a 0 . 

In dieser letzteren Gleichung sind jetzt Öu^ Sv, Sw 
ganz willkürlich. Daher müssen für den Grenzwert ihre 
Koeffizienten gleicli Null, also n ~ — 1, v = — w = — v, 
also alle drei (Teschwiudigkeitskompanenten konstant sein 
(Galileib Träglieitsgesetz). 

Die Aufgabe, daß ein einziger materieller Punkt ge- 
geben ist, auf den keine expliziten Kräfte wirken, der aber 
gezwungen ist, sich entweder auf einer vorgeschriebenen 
Fläche oder auf einer vorgeschriebenen Kurve zu bewegen, 
wollen wir nicht weiter behandeln) da er nach dem Gesagten 
dem der Variationsrechnung Kundigen keine Schwierigkeit 
bereiten dürfte. 

Zweitea BeUpieL Wenn die Bewegung eines freien 
materiellen Punktes mit den Koordinaten y, z unter dem 

9* 



182 



ni. § 84. Nene Definition der j/. 



[GL 219. 



Einfluß der Schwere zu suchen ist» so kann man die % Achse 
yertikal nach abwärts ziehen. Dann ist V gleich —mg% 
und das Problem, die Bewegung des materiellen Punktes zu 
finden, reduziert sich auf die Aufgabe, einen Punkt so kon- 
tinuierlich während der gegebenen Zeit ^ — ^on einer 
beliebig gegebenen Anfangslage in eine beliebig gegebene 
Endlage zu llberfiihren« daß dabei das Integral 

welches jetzt die Wirkung während der Zeit — darstellt, 

ein Grenzwert wird. Sucht man nach den bekannten Regeln 
der \"aiiatiünsrechnung die Bedingung hierfür, wobei man 
ani besten tut i^, und dt unvariiert zu lassen, so folgt: 

_ Cid» ddx , du döy . dx dÖx . ^ \ ji n 

(» 

Die partielle Integration und separate Nullsetzung der 
Kof ffr/ienten von öx, 6y und ö% liefert dann die bekannten 
(iieichuDgen: 

di^ df ~' dfi 9-^' 

Die sechs Integrationskonatanten bestimmen sich dadurch, 
daB für t = und t — die Werte der Koordinaten ge- 
geben sind. 

Auch bei dieser zweiten Aufgabe wollen wir den Fall, 
daB der mateneiie Punkt nicht frei, sondern gezwungen ist, 
t iitweder auf einer vorgeschriebeuen Fläche oder auf eiiier 
Kurve zu bleiben, so daß der (ji renzwert desselben Ausdrucks 
aber jetzt unter der Nebenbedinirnn? zu suchen ist, daß die 
Koordinaten die Gleichung der lache oder die beiden 
Gleichungen der Kurve erfüllen müssen, dem Leser über- 
lassen. 

§ 34. Helmholtz Kräfte und i)e&aiüon der p' durch = 0. 

In der Physik kommt häufig der Fall yot, daß die 
Gesamtkraft aus zwei Summanden besteht, von denen der 
eine eine Kraftfunktion F hat, der andere bloß als Funktion 
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der Zeit gegeben ist» so daß die nach irgend einer Koordinate 

Pj^ wirkende Kraft die Form hat - 4-^^, wobei \ 

eine gegebene Funktion der Zeit ist. Dana hat man einfach 
den Fall einer die Zeit enthaltenden Kraftfunktion und in 
den entwickelten Gleichungen ist zu setzen: 

220) y^^-^^kPk' 

Ks kann dann das bctiv tlün de System, seine Bewegung und 
auch (He Kraftfunktion F gegeben sein und von den Glei- 
chungen ihe Beantwortung (1er Frage gefordert werden , welche 
Kräfte zu den durch die Kraftfunktion F bestimmten zu 
jeder Zeit nocli hinzugefügt werden müssen, um am ge- 
gebenen System die gegebene Bewegung hervorzurufen. 

Werden die Kräfte von äußern Vorrichtungen auf 
das System ausgeübt, so sind dag^en — die Kräfte, 
welclic umgekehrt das System auf jene Vorrichtungen ansttbt 

Helmholtz hat eine VeraUgemeinerung des Prinzips 
der stationären Wirkung gefunden, welche, weil sie in der 
Elektrodynamik Anwendung findet, hier noch erwähnt 
werden soll 

Er betrachtet 2 s yollkommen independente Variabein 
Pii Pf*'Ptt P\t p't***P',^ welche im Verlaufe einer ge- 
gebenen Zeit (von bis beliebige, sich kontinuierlich 
folgende Werte durchlaufen sollen, so daß also jetzt von 
Yornherein gar nicht Torausgesetzt ist, dB&p\ derDifEerential- 
quotient von nach der Zeit ist T sei eine beliebig ge- 
gebene Funktion der 2 ä Variabein j»i • • -i"«» P'i ♦ • *P'»* jedoch 
sei es bezuglich der p' eine ganze Funktion zweiten Grades, 
also durch einen Ausdruck von der Form 35) gegeben. 
Zwischen den s -f 1 Variabein tt p^, P%'--P, können noch a 
holonome oder nicht holonome Bedingungsgleichungen von 

der Form di'\-^^n\^dpj^^ Q bestehen. V und die n 

seien beliebig gegebene Funktionen dieser « + 1 Variabein. 
Er stellt nun die Forderung, daß die Größe 

t 
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ein Grenzwert sein soll unter folgenden Bedingungen : l*t^ und 
und die Werte der ungestrichenen p zu diesen Zeiten sollen 
niclit variiert werden, so daß man auch dt nicht zu yariieren 
braucht, 2. die Variationen der ungestrichenen p sollen die 

Bediugungen erfüllen 7lJ^^pJ^ — Qf ^ — 1, 2 ... o*. 

Da die gestrichenen p völlig unabhängig sind, so muß 
die Variation welche 12 erfährt, wenn man sonst 

alles unverändert läßt und nur eines der p', z. B. p\, um 
Sp\ wachsen läßt, verschwinden. Die im Ausdrucke Q 
in der eckigen Klammer stehende Summe erfährt dann den 
Zuwachs 

und daher wird: 

da nun §p\ eine ganz willkürliche kontinuierliche Funktion 
von t ist, die nur die BecÜDgung zu erfüllen hat, daß sie 
für jeden Wert des t unendlich klein sein muß, so muß der 
faktor von 8p\ in dem zuletzt ^ S^^Q gefundenen Aus- 
drucke fär jedes t verschwinden und man hat daher für jedes 
i und • BS 1, 2 . . . «: 

Dies sind für die s Größen Tpfj^ — -^y- im ganzen a lineare 

homogene Gleichungen. Da nach Gleichung 35) 

ist. so sind die Koeffizientoii dieser linearen Gleichungen 
frleicli den a^., und da nach 56) die Determinante dieser 
Koefhzienten nicht verschwindet, so können die sämtlichen 
linearen Gleichungen 222) nur erfüllt sein, wenn sämtliche 

Ausdrücke von der Form p\ - verschwinden. Der in 

* dt 

8 9 für das Nichtverschwinden dieser Determinante gegebene 
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Beweis gilt auch für rheonome generalisierte Koordinaten; 
denn man kann sich immer denken, daß die zwischen den 
rechtwinkligen nnd generalisierten Koordinaten zu einer 
bestimmten Zeit bestehenden Beziehungen unabhängig Ton 

der Zeit fortbestehen. Dann werden die geiieralisierten Ko- 
ordinaten skleroiioiu. ohne daß die a ihre Werte aiidern. 

Lediglich aus der Voraussetzung, daß der Ausdruck 221) 
unter den soeben präzisierten Bedingungen ein Grenzwert 
wird, folgt also, was früher Dehnition der p\ war, daß 

p'j^ =s ist Sobald aber dies bewiesen ist, wird der 

Ausdruck ü der Gleichung 221) mit dem Ansdracke W der 
Gleichung 202) identisch, und da auch die Bedingungen, 
unter denen jetzt Si ein Grenzwert werden soll^ identisch 
sind mit denen, unter denen früher TT ein Grenzwert wurde, 
so folgt, wie damals so auch jetzt, daß die zeitliche Ver* 
Änderung der p, für welche Ü ein Grenzwert wird, die 
Lagrangeschen Gleichungen der analytischen Mechanik 
erfQllt 



§ 35. Das imrkungspruizip als Onmdprinsip der 

gesamten IJatorwisaeiiBühaft. 

Historisch führte natürlich offener oder versteckter die 
Vorstellung der Zentrikräfte zwischen materiellen Punkten 
zur allmählichen Entwicklung der Mechanik in ihrer 
heutigen Gestalt. Daraus allein darf man freilich noch 
nicht den Schluß ziehen, daß diese Vorstellung des- 
wegen auch immer ihre Basis bleiben müsse. Es kommt 
ja oft genug vor, daß ein Satz, der zuerst unter gewissen 
beschränkenden Bedingungen gefunden wurde, sich später 
auch in allgemeineren Fällen als gültig erweist So könnten 
die Prinzipien der Mechanik, wie das der virtuellen Ver- 
schiebuugen oder das der stationären Wirkung, ebenfalls 
unter Bedingungen gelten, welche sich nicht durch Zentri- 
kräfte realisieren lassen. 

Es wurde in der Tat oft die Ansicht ausgesprochen, 
daß man die Vorstellung der Zentrikräfte ganz fallen lassen 
und an ihre Stelle irgend eines der allgemeinen Prinzip e 
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zur Basis der Mechanik machen solle. Wählt man hierzu 
das Energiepriiizip, so muß man, da dieses viel spezieller 
ist, als die Gleichungen der Mechanik, noch eirx? ganze 
Reihe anderer Sätze hinzunehmen und mit der Ableitung 
des r-Tf'samtmaterials aus einem einheitlichen Prinzipe ist es 
wiederum vorbei. Dies wäre nicht notwendig, wenn man 
das Prinzip der stationären Wirkung wälilen v ndt, da aus 
diesem in der Tat die G^leichungen der Mechanik in ihrer 
Gesamtheit folgen. 

Es kann hier sogar der Fall ins Auge gefaßt werdeTi, 
daß der Zustand von Systemen durch andere Koordinaten 
bestimmt ist, als solche, welche die Lage in einem dreidi- 
mensionalen Räume angeben. So haben z. B. Gibbs, 
Helmholtz u. a. Belationen aufgestellt^ in denen die Tem- 
peratur, der elektrische Zustand und ähnliche Variabele 
Torkommen und welche die mechanischen Prinzipe, besonders 
das Prinzip der stationären Wirkung, als spezielle Fälle ent- 
halten. Allein diese Belationen sind in anderer Hinsicht doch 
wieder yiel weniger allgemein. Sie gelten manchmal ausscldieB- 
lich für Zustände, die sich nur unendlich wenig vom Gleich- 
gewichtszustände unterscheiden. Sie enthalten ferner der 
Mechanik fremde Dunkelheiten, wie den Begriff der Entropie, 
der IrreTersibilität imd zahlreiche erfahrungsmäßig gegebene 
Eigenschaften der Temperatur, Elektrizität etc., deren Vor- 
stellung keineswegs so einfach ist, ¥rie die der geometrischen 
Beziehungen von Punkten. 

Es besteht die Möglichkeit, das Auftreten Ton Glei- 
chungen^ welche denen der Mechanik analog sind, in der 
Theorie der Elektrizität, der Wärme etCw, sowie die be- 
sonderen Eigenschaften, welche den in diesen Theorien 
vorkommenden Größen zukommen, daraus zu erklären, daß 
diese Phänomene durch verborgene mechanische Bewegung 
verursacht sind und auch die Dunkelheiten im Verhalten 
der in der übrigen Physik vorkommenden Größen durch 
mechanische Bilder aufzuhellen, z.B. die des Kntropie- und 
rrreversibilitatsbegriÜes durch Anwendung der W'ahrschein- 
lichkeitsrechnung auf das Verhalten sehr zahlreicher ma- 
terieller Punkte. 
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Wenn ich sage, die niechanischen Bilder köniiteii im- 
stande sein, derartige Dunkelheiten aufzuhellen, so meine 
ich damit nicht, daß die Lage und Bewegung materieller 
Punkte im ßaume etwas wäre, dessen einfachste Kiemeute 
vollständig erklärbar sind. Im Gegenteile, die letzten Ele- 
mente unserer Erkenntnis zu erklären ist überhaupt nicht 
möglicli; denn erklären heißt ja, auf Bekannteres, Einfacberes 
zurtkckführen und daher muß das, worauf alles zorttckgef&hrt 
wird, immer nnerklärbar bleiben. Wenn daher auch alles 
aus den ein^EUshsten Grnndbegriffeu der Mechanik erklärt wäre, 
so würden diese dafür In aller Ewigkeit geradeso unerklärbar 
bleiben, wie es heute für uns auch die der Elektrizitäts- 
lehre sind. 

Auch will ich nicht streiten, ob der Begriff der Lage 
im Baume, oder der der Temperatur, oder der einer elek- 
trischen Ladung an sich klarer ist: ein solcher Streit wäre 
gegenstandslos. Nur wäre es sicher klarer, wenn wir nicht 
nur alle Bewegungserscheinungen an festen, tropfbaren und 
gasförmigen Körpern, sondern auch Wärme, Licht, Elektri- 
zität, Magnetismus, Chravitation, alles durch die Vorstellung 
Ton Bewegungen materieller Punkte im Baume, also durch 
ein einziges einheitliches Prinzip erklären könnten, als wenn 
wir für jedes dieser Agentien wieder ein ganzes Inventar 
Tollkommen fremdartiger Begriffe wie Temperatur, elektrische 
Ladung, Potential etc. brauchen» ob wir diese fremdartigen 
Begriffe nun als etwas vollkommen Selbständiges oder als 
lauter diaparate für jede Energieform apart zu postulierende 
Kiiergiefaktoren bezeichnen mögen. 

Wenn man sicli schon überhaupt um die künftigen 
Jahrhunderte oder gar Jahrtausende kümmern will, so wiU 
ich ^erne zugeben, daß es vermessen wäre, zu hoffen, daß 
das heutige mechanische Welt))il(l selbst nnr in seinen 
wesentlichsten Zugeu sich in alle Ewigkeit erhalten 
werde. 

Daher bin ich auch weit entfernt, von Versuchen, allge- 
meinere G-leichungen zu suchen, von denen die mechaniscben 
nur sp'^zirlle Fälle sind, gering zu denken. Ja ich wäre 
mit dem ij^iolge dieses Buches zuürieden, wenn ich durch 
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den Nachweis, wie klar ein Weltbild sein kann und muß, 
dazu beigetragen yi.tte, daß die Konstruktion eines anderen 
noch umfassenderen und klareren Weltbildes, sei es auf 
Grundlage des Energieprinzips oder des Prinzips der statio- 
nären Wirkung oder der geradesten Bahn, gelänge. Nur 
dem Leichtsinne, welcher, bevor ein anderes derartiges 
Weltbild von der ersten Grundlage bis zur Anwendung auf 
die wichtigsten Erscheinungen, die schon so lange durch 
das alte Weltbild erschöpfend dargestellt worden sind, 
detailliert ausgearbeitet vorliegt, ja ohne von den Schwierig- 
keiten der Konstruktion desselben eine Ahnung zu haben, 
das alte Weltbild der Mechanik ftlr einen überwundenen 
Standpunkt erklärt, möchte ich entgegenarbeiten. Vor 
allem dürfte man, wenn man das Bild materieller Punkte 
vermeiden will, nicht doch wieder in der Mechanik später 
materielle Punkte eiiiiiiliren, sondern man müßte von anders 
beschaffenen Einzelwesen oder Elementen^) ausgehen, deren 
Eigenschaften so klar wie die der materiellen Punkte zu 
schildern wären. 

Ich schrieb das Vorstehende vor etwa sieben Jahren 
nieder, der Schlußsatz stellt also die von mir vor sieben 
Jahren gestellte Forderunt? dar (so alt ist der Grundstock 
des Manuskripts für das vorliegende Buch). Ich brachte 
alles das jetzt absichtlicli unverändert zum Abdrucke. Was 
ich dort nach Jahrhunderten oder gar Jahrtausenden er- 
wartete, ist in sieben J;ibren zur Hälfte geschehen. 

Aber nicht von der Energetik, nicht von der Phäno- 
menologie ging der HolTnungsstrahl einer nichtmeclianischen 
Naturerklärung aus, sondern von einer Atomiheorie, die in 
phantastischen Hypothesen die alte Atomtheorie ebenso über- 
trifft, wie ihre Klementargebüde an Kleinheit die alten Atome 
übertreffen. Ich brauche nicht zu sagen, daß ich die moderne 
Elektronentheorie meine. Diese strebt gewiß nicht die 
Begriffe der Masse und Kraft, das Ti^heitsgesetz etc. aus 
Einfacherem» leichter Verständlichem zu erklären, ihre ein- 
fachsten Grundbegriffe und Gesetze werden sicher ebenso 
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unerklärlich bleiben, wie für das mechanische Weltbild die 
der Mechanik. Aber der Vorteil, die gesamte Mechanik aus 
anderen, für die Erklärang des Elektromagnetismus ohnehin 
notwendigen Vorstellungen ableiten zu können, wäre ebenso 
groß, als wenn umgekehrt die elektromagnetischen Er- 
scheinungen mechanisch erklärt werden könnten. Möge das 
erstere gelingen und dabei meine vor sieben Jahren gestellte 
Forderung erfüllt werden! 

§ 86. Baa Prinzip der kleiusteii Wirkung. 

Wir wollen nun annehmen, daß weder die Kraftfonktion V 
noch die Bedingüngsgleichungen, die nun alle holonom sein 
sollen, die Zeit explizit enthalten d. h. daß das System 
skleronom sei. Dann braucht man nicht zu variieren, 
da man ohne Beschränkung der Allgemeinheit der unteren 
Grrenze des auf die unvariierte Bewegung bezüglichen 
Integrales 202) die untere Grenze des der yariierten Be- 
wegung entsprechenden Integrales 203) zuordnen kann, h ^ 
ist dann die Variation der ganzen Zeit \ welche 
die Integration sich erstreckt Femer ist dann in der 
Gleichung der lebendigen Kraft 



eine während der unvariierten Bewegung konstante Größe; 
daher wird 



Die Vergleichung dieser beiden Werte für 5 TF ergibt: 




wogegen aus Gleichung 207) iolgt: 
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Wir wollen zunächst das Prinzip der kleinsten Wirkung 
in seiner alten historischen Form ableiten. Wir setzen 
dabei voraus, daß das Intervall t^ — über welches sich 
(In^ Integral 202) erstreckt, den Zuwachs d t^ erfährti nnd 
dies ist ein wesentlicher Unterschied von dem früher be- 
handelten Prinzipe der stationären Wirkung» wo dieses Zeit- 
interrall unverändert blieb* Ferner setzen wir voraus, daß 
die der unteren Grenze entsprechenden Werte der Koordi- 
naten für die variierte Bewegung dieselbe wie für die 
unvariierte sind, daß also dp\ für jedes h verschwindet. 
Die Geschwindigkeiten für die Zeit f^^ bei welcher sowohl 
für die unvariierte als auch fUr die variierte Bewegung die 
Integration beginnt) können zwar Variationen erfahren, jedoch 
nur so, daß die gesamte lebendige Kraft im Zeitmomente 
keine Veränderung erfährt, daß also die Konstante Ä unver- 
ändert bleibt Femer sollen alle Zusatzkräfte, welche noch 
eine weitere Variation der Bewegung bewirken, in keinem 
Zeitmomente eine Arbeit auf das materielle System über- 
tragen oder ihm entziehen. Es soll daher für die variierte 
Bewegung T+ V m Anfang denselben Wert E wie fUr die 
unvariierte Bewegung haben und auch zu allen späteren 
Zeiten soll die gesamte Energie 7*+ F für die variierte 
Bewegung denselben Wert E wie zu Anfang haben. Da 
aber auch für die unvariierte J^ewegung T -i- V ss E ist, so 
ist allgemein ÖE = 0. 

Dies wäre z. B. erfüllt, wenn die Zusatzkräfte dadurch 
bewirkt würden, dal5 jeder materielle Punkt in eine starre 
glatte Köhre eingeschlossen würde, deren Mittellinie unend- 
lich wenig von der uiivariierten Bahn des betreffenden 
materiellen Punktes abwicbe und durcli die Punkte ginire, wo 
sieb der Punkt zu den Zeiten und bei der uuvariierten 
Bewegung befand. Anßerdern soll die Variation der fiir die 
Zeit t.Q geltenden (-reschwindigkeiten und sollen die Zusatzkriifte 
noch so beschaffen sein, daß zu irgend einer Zeit, 4- 
weiche gleich oder unendlich wenig verschieden von ist, 
sämthche materielle Punkte genau in die Lage kommen, die 
sie fttr die unvariierte Bewegung zur Zeit ^ hatten. Dann ist 
auch $p\ a= 0 für jedes h und es folgt aus Gleichung 223) 
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«1 

224} äfTät=^0. 

u 

h 

Es wird also das Integral jTdi ein Grenzwert, welche 

Aassage das alte Prinzip der kleinsten Wirkung, wie es 
schon lange vor Hamilton ausgesprochen wurde, bildet. 
Dasselbe ist nur filr den Fall, daß man die Zeit ^ ~ 1« 
also nach unserer lAethode neben ^ auch unyarüert läßt^ 
ein spezieller Fall des Prinzips der stationären Wirkung. 

§ 37. Variationemethode, wobei auch die Independente, 
resp. die Zeit variiert wird. 

Die alte Ableitungsweise des Prinzipes der kleinsten 
Wirkung, welcher auch wir im vorigen Paragraph gefolgt 
sind, setzt voraus, daß eine Kraftfunktion existiert, welche 
die Zeit nicht explizit enthält. Diese Voraussetzung war 
bei Ableitung der Gleichung SO) resp. 218 a), welche den all- 
gemeinsten Ausdruck des Prinzipes der stationären Wirkung 
darstellt, nicht notwendig. Es hat Helmholtz gezeigt» 
daß sie auch bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten 
Wirkung nicht notwendig ist und daß daher aus letzterem 
Prinzipe die allgemeinen Grnndgleichungea der Mechanik 
für skleronome Koordinaten in allen FäUen abgeleitet werden 
können, in denen sie aus Gleichung 4), 30) resp. 218 a) (der 
allgemeinsten Form des Prinzipes der stationären Wirkung) 
abgeleitet werden können. 

Ehe ich aber hierzu tibergehe, will ich noch eine 
ungemein wichtige \ ei a lgemeinerimg der Variationsmetliode 
besprechen. Ich habe absichtlich bisher die Vanatioii des 
Zeitdiflerentials unterlassen, um zu zeigen, wie sie durch 
Variation der Grenzen ersetzt werden kann. Wiewohl wir 
nun auch in den spätem Paragraphen nirgends mehr das 
Zeitdiffereiitial variiereu werden, so will ich diese Variation 
doch in diesem Paragra])h besprechen, da ohne ihre Kenntnis 
der ganze Begriff der Variatiouärechnung ein ungemein 
beschränkter bliebe. 
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Gerade bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten Wir- 
kung ist es natürlicher auch dt als variabel zn betrachten, 
d. h. die Annahme fallen zu lassen, daß zwei Zustände der 
unvariierten Bewegung jedesmal zeitlich gleich weit abstehen, 
wie die beiden korrespondierenden Zustände der variierten 
Bewegung. 

Es drückt dann das einer Größe vorgesetzte S immer 
den Zuwachs aus, welchen diese Größe erfahrt, wenn man 
von dem irgend einer Zeit t entsprechenden Zustande der 
unvariierten Bewegung zu dem korrespondierenden Zustande 
der variierten übergeht, d. h. zu dem, welcher bei der 
variierten Bewegung einer ein wenig davon verschiedenen 
Zeit t St entspricht Dabei kann man S t ganz beliebig 
wählen, also z. B. als eine ganz beliebige Funktion von t 
auffassen, welche nur kontinuierlich und unendlich klein 
von der Ordnung der $ der übrigen Größen sein muß. 

Am einfachsten ist es natürlich allgemein dt^O zu 
setzen, wie wir es im früheren taten; aber es können Gründe 
vorhanden sein, weshalb die Einftihrung eines von Null 
verschiedenen, irgendwie passend gewaldten Wertes von 
St rascher zum Ziele fahrt. Wir bleiben also vorläufig 
ganz allgemein und legen dorn ()' t weiter gar keine 
Beschränkung auf, als daß es kontinuierlich nnd unend- 
lich klein von der Ordnung der S der übrigen Größen 
sein soll. 

Um den Unterschied zwischen der Variation bei Kon- 
stantiiaitung der independeuten Variabein und der Variation, 
bei der auch die indepeudente variiert wird, noch deutlicher 
hervortreten zu lassen, will ich hier eine kurze Einschaltung 
über die 0-rundprinzipien der Variationsrechnung im all- 
gemeinen machen. l)ieselhe soll nur uiizusarnmtMihäiigendo 
Bruclistücke ohne jede subtile niathematiyche Analyse hieß 
zur Beleuchtung der geonietrisclien nnd physikalischen Be- 
deutung der betreÜ'enden Begriüe geben. Sie soll auch 
keine Einleitung zum Studium der Variationsrechnung sein, 
sondern nur etwa zum Nebengebrauche beim Studium eines 
elementaren Lehrbuches über Variationsrechnung von einigem 
Nutzen sein. Erst nach Absolvierung dieser Einschaltung 
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will icli wieder zu unserer mechaDischeii Aulgabe zurück' 
keiireji. 

Das einlaehste Problem der Variationsrechnung ist das 
folgeude: Mau sucht eine Funktion y = f [x] einer iiidepen- 
deuteii Variabel^ x so zu bestimmen, daß ein Integral von 
der Form: 



ein Grenzwert wird. Dabei ist y' c= . und jc, sind 

die konstant crr nrpbpnen oder in gegebener oder willkürlicher 
Weise veränderlichen Grenzen des Integrales. 

In der Variationsrechnung denkt man sich nun die 
Funktion f, für welche der geforderte Grenzwert eintritt» 
gefunden und durch eine Kurve MN (Fig. 3, 4, 5) dar- 
gestellt Dann denkt man sich die Funktion f unendlich 
wenig yarüert, so daß eine unendlich benachbarte Kurre 
W If entsteht Man läßt nun jedem Funkte der unvari- 
ierten Eurre MN einen Punkt der variierten Kurve W N* 
korrespondieren und bezeichnet die Zuwächse, welche Ab- 
szisse und Ordinate des betreffenden Punktes erfahren, wenn 
man von irgend einem Punkte der unvariierten Kurve MN 
zu dem diesem Punkte korrespondierenden Punkte der 
variierten Kurve M'N' über- 
geht» mit $Xt $y. 

Am einfachsten und in 
den meisten Fällen am besten 
ist es, wenn man jedem Punkte 
der unvariierten Kurve den- 
jenigen Punkt der variierten 
korrespondieren läßt, welcher 
vertikal darüber liegt, also 
dieselben Abszisse hat. Dann 
ist allgemein öx = {), weil kor- 
respondierende Punkte immer 

dieselbe Abszisse haben. 8y aber, welches wir in diesem 
FaUe als bezeichnen wollen, ist gleich der Ordiuaten- 




Pig.3. 



144 



nL § 87. Variation der Zeit 



[Gl. 224. 



differenz der beiden Punkte, in denen eine der Ordinalen- 
achse parallele Gerade die beiden Kurven diucli schneid et. 
B C in F ig. 3 wäre das y, wenn B der fragliche Punkt 
der unTariierteu Kurve, 0 der ihm korrespOBdiereude Punkt 
der yariierten Kurve ist. 

Es kann sich aber auch aus gewissen Gründen empfehlen, 
jedem Punkte der unvariierten Kurre mit der Abszisse x 
einen Punkt der variierten Kurve korrespondieren zu lassen, 
welche eine ein wenig verschiedene Abszisse x + Sx hat, 
wobei man für eine beliebige Funktion von x wählen 
kann. Das das des Punktes B in Fig. S sei durch das 
Stück AA' dargestellt Dann ist das dazu gehörige Sy, 
das in diesem Falle mit S^y bezeichnet werden soll, der 
Zuwachs, welchen die Ordinate eri^rt, wenn man von dem 
Punkte B der unvariierten Kurve MN, der die Abszisse x 
haty zu dem korrespondierenden Punkte C der variierten 
Kurve Üf N't also zu demjenigen Punkte dieser Kurve über- 
geht, welcher die Abszisse X'{- Sx hat In Fig. 3 ist Ci> 
gleich $^y, dy dagegen ist immer der Zuwachs, welchen 
die Ordinate der unvaiiierten Kurve erfahrt, wenn man bei 
derselben die Abszisse x von dx wachsen läßt; die variierte 
Kurve kommt dabei gar nicht in Betracht 

In Fig. 4 sei AA^^dx, DB^ =dy. Unter dSy^ddy 
endlich versteht man den Zuwachs, den das dy erfahrt, 




Fig. 4. Fig. 5. 

wenn man es als Funktion von x ausdrückt und in dieser 
Funktion ;/■ uiii dx wachsen laßt oder den dy erfährt, wenn 
man von den beiden Punkten B und B^ Fig. 4 u. deren 
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Onliii.iit ndifferenz tdoioh dy ist. zu den beiden ihüeü korre- 
spoudicreudeu PuukLeii (C 6^ in Fig. 4, C in Fig. 5) der 
variierten Bewp,?^ung übergebt. In Fig. 4 sind alle diese 
G-rÖßen für den h all dargestellt , daß d x ~ ü ist, in Fig. 5 
dagegen für den Kall, daß Sx von Null verschieden ist. Im 
ersten Falle soll das döy mit dö^y, im letzteren n^tdÖ^y 
bezeichnet werden. 

Die Analogie der beiden Wer betrachteten Variations- 
arten mit den soeben in der Mechanik angewandten liegt, 
wie icb glaube, klar zutage. Nur daß in der Mechanik 
i statt X die independente Variable und statt der depen- 
denten Variablen y eine ganze Reihe von Variablen vor- 
handen ist. Mau kdnnte sich bei dem mechanischen Probleme 
die Verhältnisse in derselben Weise versinnlichen, wenn 
man die Werte des i als Abszissen und die Werte irgend 
einer der Koordinaten oder generalisierten G-eschwindig- 
keiten oder Momente als Ordinalen darüber auftragen wClrde. 

Dies ist es, was ich über Variationsrechnung im all- 
gemeinen einschalten wollte und wir kehren nun wieder 
zur mechanischen Aufgabe zurück. 

§ 38. Tiber die Verallgemeinerungen, welche Heimholte 
dem Priniipe der kleinsten Wirkung erteüte. 

Wir wollen also nun auch t der Variation unterwerfen. 
8ein Zuwachs heiße 9i, d. h. wir lassen dem zur Zeit t 
stattfindenden Zustande der unvariierten Bewegung den zur 
Zeit i-^' Bt gehörenden Zustand der variierten Bewegung 
korrespondieren. Wir bleiben dabei in diesem Paragraph, 
wie schon bemirkl, ganz allgemeiu, d. h. wir legen dem 8 t 
sonst gar keine Beschränkung auf, als daß es eine kon- 
tinuierliche fiunktion von t \\m\ unendlicli klein von der 
Ordnung der d der übrigen Größen sein soll. 

Wir verfahren nun in der nachstehenden Weise. Wir 
bilden uns den Ausdruck 
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Diesen Ausdruck traiiBfonnieren wir in der folgenden 
Weise. Wir ersetzen das erste Güed des Ausdrucks in der 

eckigen isUammer durcii 

(was skleronome Koordinaten voraussetzt), das zweite durch: 

1 1 
Die Summe dieser beiden Glieder reduziert sich dann auf: 

228) ^?»%'»<«) + ^»fJ*^'»'"- 

1 1 

Nun ist aber p\dt « dp^y daher: 

S[p\dt) ^Sdpj^^d Spj^ . 

Hieraus folgt: 

227) ^q^S[p-dt)^'^^q,^-dt. 

X 

Integriert man jofle«! Q-lied der letzteren Snmme, wie 
wir es früher schon öftei'N taten, per partes, suhstituiert den 
so ans 22?) erhaltenen Ausdruck in den nach 226) integrierten 
Ausdruck, dann diesen statt der beult n ersten Glieder des 
Ausdracks 225) in diesen Ansdruck, und hedenkt noch, daß 
kralt der ßewegungsgleichungen, weil die unvariierte Be- 
wegung eine natürliche sein soll, 

ist und zwar sowohl^ wenn keine, als auch wenn Bedingungs« 
gleichungen vorhanden sind, so findet man: 

228) J [2 Tddt + [ö 1\ dp,) dt] ^ N; (q \ dp \~q\ öp\). 



Gl 239. 830.] in. § 38. Helmholtz' Methode. 



147 



Diese Q-leicliang umfaßt das Prinzip der stationären 
und das der kleinsten Wirkung; es ist vorausgesetzt, daB 
die generaUsierteu Koordinaten skleronom sind.^) 

1. Falls ödt'=^0 ist, folgt, da wir die Integrations» 
grenzen nicht Tarüerten, wieder das Harn il ton sehe Prinzip 
recte das Prinzip der stationären Wirkung. 

2. Wenn die Variationen der Koordinaten für die In- 
tegrationsgrenzen verschwinden und außerdem die Variation 
speziell so ausgeführt wird, daB überall 

229) ^T^^Pjpj,, 

also der Zuwachs der lehendigen Kraft immer gleich der 
durch Variation der Koordinaten geleisteten Arbeit ist, so 
daß die die Variation erzengenden Zusatzkrafte niemals 

*t 

Arbeit leisten, so ist j2d{Tdi^xmO, daher auch 

h 

230) öfTdt^O; 

denn die Variation der Grenzen ist hier schon durch Variation 
des Zeitdifferentiales berücksichtigt 

Falls dT — ^P,^d>^ nicht die Variation eines Aus- 
drucks ist. der für endliche Teile der unvariierten Bewegung 
konstant ist» kann man sich Torstellen, daß die Bedingung 229) 
sich bloß darauf bezieht, welche Momente der variierten 
Bewegung man den verschiedenen Momenten der unvariierten 
korrespondieren läßt, so daß durch die Bedingung 229) der 
ganze Verlauf der variierten Bewegung in keiner Weise be- 
schränkt wird, diese Bedingung vielmehr bloß die beiden 
Punkte bestimmt, welche für die variierte Bewegung als 
Anfangspunkt und Elndpunkt der Integration gewählt werden 

*) jPalls die Zeit variiert wird, fol^ aus dem VeF8chwindeD der 
Variationen der reehtwinkligen Koordinaten an beiden Zeitgrenzen 

keineswef?s auch das Versehwinflon der Variationen irgend welcher 
nicht akleronomer generalisierter Koordinaten an denscllH^n Zeitgrenzen, 
Ersteres kann dann niehtholonomen Bedingungen widersprechen. 

10* 
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müssen. Für Anfang und Ende der Integration müssen 
dann noch die Koordinatcnvariationen vnrscliwmdeu. Denn 
da wir die Grenzen des Tntegrals nicht variiert haben , so 
muß der Zustand der unvariierten Bewegung, welche liir 
diese die untere Xategratiousgrenze bildet, dem Zustande 
korrespondieren, welcher für die variierte Bewegung die 
untere lutegrationsgrenze bildet und dasselbe muß für die 
oberen Integrationsgrenzen gelten. 

Diei wird besonders klar, wenn eine Kraftfunktion V 
existiert, welche aber die Zeit explizit enthält Setzt man 
dann T-\'Vrs so ist: 



Da aber V und folglich auch JPdie Zeit eiqpUzit enthalten, 
so durchläuft E sowohl für die un variierte als auch für die 
variierte Bewegung eine Reihe kontinuierlich sich folgender 
Werte. Hat dann E nicht gerade für eine der Integrations- 
grenzen ein Maximum oder Minimum, so kann die Be^ 
dingung 229) dahin ausgesprochen werden, daß der Anfangs- 
zustand der variierten Bewegung dort gewählt werden muß, 
wo fitr die variierte Bewegung E denselben Wert hat, den 
es für den Anfangszustand der unvariierten Bewegung hat 
und daß dasselbe auch für die Endzustände, d. h. für die 
den oberen Grenzen der Integrale entsprechenden Zustände 
gelten muß. Eine bestimmte Angabe^ wie variiert werden 
muß, liegt dann noch darin, daß für die beiden Integrations- 
grenzen die Variationen sämtlicher Koordinaten verschwinden 
müssen. 

Es genügt dann überhaupt, abgesehen von den 
Stellen, wo E einen Grenzwert hat und vorausgesetzt, daß 
die Koordinaten Variation für die lütei;! Mtionsgrcuzeu ver- 
schwinden, jedem Zustande der uuvanierten Bewegung 
den) eiligen der variierten korrespondieren zu lassen, wo E 
exakt denselben Wert hat, geradeso wie beim Prinzip der 
stationären Wirkung solche Zustände korrespondierten, für 
welche t exakt denselben Wert hat. Letztere Vorstellung 
ml uns so natürlich, da t niemais ein Maximum oder Mini' 
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mum haben oder gar für eine endliche Strecke konstant 
sein kann; erstere Vorstellang ist uns unnatüriich, weil 
f^erade für die wichtigsten Fälle E während der ganzen 
unvarüerten und auch w§,1irend der variierten Bewegung 
konstant ist. Hat es ftir beide Bewegungen denselben kon- 
stanten Wert i^t in richtiger Weise variiert, allein dies 
ist nicht durch die Art und Weise bewirkt, wie sicli die 
Zustände korrespondieren. Hat dagegen E für beide Be- 
wegungen unendlich wenig verschiedene Werte, so kann dies 
durch keine Art der Zuordnung der Zustande .gutgemacht 
werden. 

§ 39. Jacobis Beleuchtong des Sinnes des Prinzipes der 
kleinsten Wirkung. EinÜBtches Beispiel für den Unterschied 

zwischen dem Prinzipe der statiouären und dem der kiemi>tt;ii 

Wirkung. 

Es sei hier noch eines Umstandes erwähnt, auf den 
namentlich Jacobi großes Gewicht legt. Es soll die Variation 
der Koordinaten für beide Integrationsgrenzen verschwinden 

und es soll eine Kraftfunktion existieren, welche für die 
unvariierte und die variierte Bewegung die gleiche die Zeit 
nicht enthaltende Funktion der Koordinaten ist. AuBcrdem 
sollen die generalisierten Koordinaten skleronom sein. Dann 
besteht für beide Bewegungen die Gleichung der lebendigen 
Kratt: 

2 4- r = konsL » E. 

Der Wert dieser Größe E, welche jetzt als eine ge- 
gebene Konstante zu betracliten ist, soll nun beim t Iber- 
gange von der uuvariierten zur variierten Bewegung auch 
keine Änderung erfahren. 

Da nach Gleichung 85) 

231) 2r=^.^»a,.4a4a 

ist, 80 folgt: 
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232) äi^:^^^^^:^a,,änäp,. 

Unter den angegebeueu Umständen muß naoh GleU 
chung 224) 

tr. 

sein, was nach Gleichung 251) übergeht in 

Da, hier die Zeit, bei welcher die Integration beginnt, 
und ebenso die, ^^ r, sie endet, beliebig variieren können, und 
außerdem die Zeit lu dem Integrale sonst in keiner Weise 

vorkommt, als daß im Nenner von steht, so kann 

man für dt seinen Wert aus G-leichung 282) einsetzen 
und erhält 

1 , - 

233) y^^y j/^" %^ dp, = 0 . 

Die Grenzen des Integrals bedeuten hier, daß von den 
gegebenen Anfangswerten der Koordinaten zu den ebenfalls 
gegebenen Endwerten derselben zn integrieren ist. Die Zeit 
ist da voUatändig^ eliminiert. Die Gleichung 233) drückt also 
nur eine geometrische Bedingung für die Bahn dos ma- 
teriellen Systems aus, d. b. sie bestimmt die Bahnform für 
jeden einzelnen Punkt, und welche Punkte aller Bahnen 
aller materieileu Punkte zusammengehören, d. h. zu einer 
und derselben Zeit gehörige Lagen der materiellen Punkte 
darstellen. 

Diese „Bahn des materiellen Systems" wird dahin be- 
stimmt, daß unter Einhaltung der Bedingnngsgleichungen 
die Variation 233) verschwinden muß. Wie aber diese 
Pal men im Verlaufe der Zeit zurikckgelegt werden, d. h. 
welcher Wert des t zu jeder geometrischen Konfiguration 
der Punkte gehört, wird durch die Gleichung 233) nicht 
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bestimmt, sondern vielmehr durch Integration der Glei- 
chung 232). 

Da im Integrale der GMeichung 2ö3) die Zeit gar nicht 
enthalten ist, so kann man sie nicht als iudependentr 
Variable wählen. Wollte man in diesem Integrale durchaus 
eine bestimmte independente Variable haben, so kdnnte man 
eine der Koordinaten, z. B. p^f als solche wählen und die 
Gleichung 2B8) schriebe sich in der Fom 

wobei natürlich für—' der Wert eins zu setzen ist 

dp. 

Wir wollt ii nun mi einem ganz uinl-iclien Beispiele den 
Unterschied zwischen dem l'rinzipe der stationäreu und dem 
der kleinsten Wirkung erörtern. 

Es bestehe das System aus einem einzigen materiellen 
Punkte, der entweder ganz frei oder gezwungen lai, aui 
einer vori^pschriebenen unveränderlichen Fläche zu bleiben, 
imd auf den keine expliziten Ki'äi'te wirken, d. h. l;Hiüe als 
eventuell die Kraft, die ihn zwingt, auf dieser b lache zu 
bleiben. Ks ist V konstant, und da es für die variierte 
lkwegung der Koordinaten gleich derselben Funktion der 
Koordinaten sein mu&, so hat es auch itir diese denselben 
konstanten Wert 

Da femer V+T unserer Verabredung gemäß ebenfalls 
ftir die yariierte und unvariierte Bewegung denselben kon- 
stanten Wert haben muß, so muß T und daher auch die 
Geschwindigkeit e des materiellen Punktes ftlr beide Be- 
wegungen gleich derselben Konstanten sein. Aus Glei- 
chung 224) folgt daher, daß: 

u 

ein Grenzwert sein muß. Da femer m und e invariable 
Eonstante sind, so muß 
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sein, also die Länire f ds des Weges von einem unver- 
änderlichen ATiser jngri|)iinkte zu eineni uuveränderlichea End- 
punkte der Bewegung ein Grenzwert sein, ohne daß die zur 
Zurücklegung dieses Weges erforderliche Zeit für die Yanierte 
und unvariierte Bewegung gleich zu sein braucht. 

Wollten wir dagegen das Prinzip der stationären Wir- 
kung auf diesen Fall anwenden, so könnte, wie wir sahen, 
für die variierte Bewegung die Geschwindiglceit von Stelle 
zu Stelle ein wenig verschieden sein, müßte aber so va- 
riieren, daß die ganze Übergangszeit von einem fixen Aus- 
gangspunkt zu einem fixen Endpunkte nicht variieren würde 

und das Integral 202), also auch (da ^ ^ und m 

*i 

konstant sind) das Integral Jc^ät ein Grenzwert würde. 

<» 

§ 40. Yeräckiedeue Talle, wo die GrenzgUeder 

YMSohwinden. 

Das Prinzip der kleinsten Wirkung läßt sich noch 
mehr verallgemeinenL Wir nahmen bisher an, daß der 
Ausgangspunkt und Endpunkt der Bahnen sämtlicher ma^ 
terieller Punkte nicht variiert^ was wir den Fall A nennen 
wollen. Das letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet 
aber auch noch in vielen anderen Ffillen. 1. Im folgenden 
Falle, den wir den Fall B nennen wollen. Sowohl die va- 
riierte als auch die unvariierte Bewegung sollen periodisch 
sein, so daß bei ersterer nach einer endlichen Zeit i genau 
dieselben Bewegungszustönde, sowohl Positionen als auch 
Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen, für sämt- 
liche materielle Punkte gleichzeitig wiederkehren. Dasselbe 
soll gelten, wenn nochmals die Zeit ♦ verläuft und dann 
wieder nach der Zeit / u. s. f. Für die variierte Bewegung 
soll analoges gelten; jedoch kann die Zeitdauer einer 
Periode unendlich wenig verschieden, z, B. gleich i + öi sein. 
Setüt man dann 

80 gelten ftlr jeden Wert des h infolge der Periodizität 
der Bewegung die Gleichungen: 
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daher: 

*\ = SP\' 

Es verschwinden also im letzten Gliede der Gleichung 22B) 
zwar iiiclit die auf die obere und untere Grenze bezügliclicii 
Glieder separat, aber sie werden für beide Grenzen gleich, 
so daß das ganze letzte Glied der Gleichung 223) doch ver- 
schwindet. Wir setzen jetzt immer skleronome sklerouom 
bestimmte Systeme voraus. 

Ein dritter Fall, wo dieses Glied verschwindet, ist lier 
folgende, den wir den FmII C nennen. Wir bezeichnen mit 
X»0 die Stelle des Raumes, wo sich irgend ein materieller 
Punkt des Systems für die unvariierte Bewegung zur Zeit 
befindet, mit 3f^ die Stelle, wo er sich für dieselbe Be- 
wegung zur Zeit + dt^, befindet, mit iV^ die Stelle, wo er 
sich bei der variierten Bewegung zur Zeit befindet. W^ir 
wollen ferner die Lage der Punkte des Systems durch 
gewöhnliche rechtwinkUge Koordinaten hestimmen und 
es seien: 

Phf J»k+i und p^^J^.2 

die rechtwinkligen Koordinaten des eben besprochenen 
materiellen Punktes. Dann sind die Momente gleich den 
mit der Masse m multiplizierten Geschwindigkeiten; es 
sind also 

^^«\^<o> iöVirf^o und ^q\^2dt, 

die Projektionen der Geraden L^M^^ auf die drei Koordinaten- 
achsen. Dagegen sind: 

die Projekticmeii der Geraden L^Nf^ auf die Koordinaten* 
achsen. Wenn also diese beiden Geraden aufeinander senk- 
recht stehen, so muß, wie man sofort sieht, wenn mau die 
Kosinusse der Winkel, welche jede der Geraden mit den 
K-oordinatenachsen bildet, einfuhrt 

sein. 
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Ela^so wollen wir mit L^, M^, die Stellen bezeichnen, 
wo sich derselbe materielle Punkt 1. auf der nnyariierten 
Bahn zu den Zeiten t^, 2. auf derselben Bahn zur Zeit 

dt^, 8. auf der variierten Bahn znr Zeit be- 
findet. Dann ist 



die BediiiiL,'img. daJJ» auch die Geraden 31^ und N, auf- 
einander seniireclit stehen. Wenn man daher die Vanaaon 
der Anfangslage und Endhige so austüJhrt, daß jeder Punkt 
in der Ebene Terschoben wird, welche senkrecht steht, auf 
seiner augenblicklichen Bev»egungsrichtung in der unvariierten 
Bahn, was wir die orthdi;* >nale Grenzbestimmuug oder G-renz- 
bestimmung K nennen woileu, so verschwindet das letzte 
Glied der Gleichnnir 223) ebenfalls. Hierbei ist natürlich unter 
der Variation der Endlage die Verschiebung von der Stelle, 
wo sich der materielle Punkt in der unvariierten Bahn zur 
Zeit befand, welche die obere Grenze des Integrales 202} 
bildet, nach deijenigen Stelle zu verstehen, wo er sich in 
der variierten Bahn zur Zeit + befindet, welche die 
obere Grenze des auf die yariierte Bahn hezughabenden 
Integrales 208) ist 

Wenn das letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet, 
80 folgt aus derselben 



Wir wollen nun nicht, wie wir es in den letzten vier 
Paragraphen taten, voraussetzen, daß dem Kystome bei der 
Variation der Bewegung keine Energie zugeiiihrt wird. Wir 
woUen vielmehr annehmen, die unvariierte Bewegung ge- 
schehe mit der konstanten Energie E, die variierte aber mit 
der ebenfalls konstanten, aber unendlich wenig davon ver- 
schiedenen Energie E + SE, so daß sich das erste Glied 
der rechten Seite der Gleichung 223) auf {t^^QSE redu- 
ziert Die Kraftfunktion V soll die Zeit nicht explizit ent- 
halten. 
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Wenn wir dann die Größe 

236) f= , \ frdt 

als das Zeitmittel der lebendigen Kraft fiir die uii variierte 
Bewegung während der Zeit — bezeichnen, so erhalten 
wir aus Gleichung 223) jedesmal, wenn das letzte Glied 
dieser Glpichting verschwindet, also z. B. in jedem der 
Fcälle. welche wir zu Anfang dieses Paragraphen die Fälle 
A, B and C genannt haben, die Gleichung; 

237) ^ ~<yi\(fTät'* 

wobei l den natOrlichen Logarithmus bezeichnet Wir wollen 
die Bedeutung dieser Formel durch zwei Beispiele erläutern, 
deren erstes wir in diesem Paragraph bringen, während wir 

das zweite dem folgenden Paragraph vorbehalten. 1. Beispiel: 
Es soll fiir irgend ein W'ertegebiet der Integratiunr^konstanten 
der Fall B eintreten d. h. die Bewegung üoll eine peri- 
odische sein, die sich nach der Zeit i, deren Länju'e Funk- 
tion der lutegrationskonstanten sein kann, genau wiederholt 

Dies trifft zu, wenn das System ein einzelner mate- 
rieller Punkt ist, der unter dem Kinliiiß einer der Ent- 
fernung vom Zentrum direkt proportionalen Anziehung oder 
einer das New ton sehe Gravitationsgesetz befolgenden An- 
ziehung eine Zentralbewegung macht. Im letzteren Falle 
jedoch nur für dasjenige Wertegebiet der Integrations- 
konstanten, wo die Bahn ganz im Endlichen liegt. 

Die Integrationskonstanten sollen anfangs bestimmte 
Werte haben , welche einer bestimmten Anfangsbewegung 
mit der Periode »p und der mittleren lebendigen Kraft ent- 
sprechen. Dann soll dem Systeme eine kleine Energie- 
menge äE^^ zugeführt werden, wobei auch die Fläch eu- 
geschwindigkeit eine beliebige davon unabhängige Verände- 
rung erfahren kann. Die mit diesen neuen Werten der 
IntegrationskonstaDten stattfindende Zentralbewegung nennen 
wir die zweite; ihr entspreche die Periode und die mittlere 
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lebendige Kraft 7[. Hierauf soll in gleicher Weise anter aber- 
maliger beliebiger unendlich kleiner Änderung der Flächeu- 

geschwintiigkeit eine zweite Energiemenge d' zugeführt 
werden, welche eine dritte ßewegungsart mit abermals verän- 
derten Werten der Integrationskonstantm zur Folge bat. 
So fährt man fort, bis man eine ins Jiindiiche verschiedene 
Schlußbewegung erhält, für welche die betreffenden Werte 
den Index w )>f>knmmeu sollen. 

Auf jede Veränderung der Bewegung kann man dann 
die Formel 237} auwenden, wobei man — immer gleicli 
der Periode i der betreffenden Bewegung setzt. Slninmiert 
man alle in dieser Weise der Reihe nach lur die ver- 
schiedenen Veränderungen der Bewegung erhaltenen Glei- 
chungen, 80 folgt: 



Wenn sich die Werte (kr Integration skonstauten in der 
geschilderten Weise um iilndliches von ihren Anfangswerten 
entfernt haben, und dann in anderer Weise schließlich 
wieder zu ihren Anfangswerten zurückgekehrt sind, so wollen 
wir dies einen Kreisprozeß nennen. Für einen solchen ist 
ra» 2J^ und ~ i^t daher: 



Natürlich ist aber in diesem Falle auch '^SE^O; da 
man ja zur alten Bewegung zurückgekehrt ist^ der dieselbe 
Energie innewohnt 

§ 41. Beispiel mit orthogonaler Variation. 

Ein einziger materieller Punkt soll sich unter dem 
Einflüsse yon Kräften, die eine unveränderliche , die Zeit 
nicht explizit enthaltende Kraftfunktion haben, bewegen. 
Wir gehen von der nnTariierten, mit der Energie statt- 
findenden Bewegung zu einer unendlich wenig yerschiedenen 
mit der Energie E^-^- $Eq stattfindenden Bewegung, dann 
zu einer mit der Energie + ^-HJ» + etc. statt- 
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findenden Bewegung über, bis wir endlich zu einer um 
Endliches verschiedenen Bewegung gelangen. J)ie Bewegung 
soll aber jetzt nicht jedesmal in einer geschlossene n Bahn 
geschehen. Es wird auch jetzt das letzte Glied der Glei- 
chung 223) Terschwinden und daher die Gleichung 237) 
gelten« wenn wir für die erste Bewegung die Grenzen der 
Integration heliehig wählen, aber für alle folgenden Be- 
wegungen die Grenzen der Integration durch diejenige 
Konstruktion bestimnien, welche wir orthogonale Grenz- 
bestimmung oder die Konstruktion K genannt haben d. h. 
als untere Grenze jedes folgenden Integrales soll die Zeit 
gewählt werden, wann der Punkt in der yanierten Bahn 
die Ebene passiert, welche senkrecht zur augenblicklichen 
Bewegungsrichtung durch denjenigen Punkt der vorigen 
Bahn geht, wo er sich daselbst zur Zeit befand , welche 
damals untere Grenze des Integrales war. Durch die 
gleiche Konstruktion sollen sukzessive die oberen Grenzen 
der Zeit gefunden werden. Pann gilt wieder die Glei- 
chung 237). 

Wenn man jetzt abermals einen Kreisi)rozel3 durchläuft, 
d. h. von der ursprünglichen Baiin iV^ durch fortwährende 
Variationen zu einer ganz anderen Bahn ]\\ übergeht und 
dann wieder in einer anderen Weise {auf tmeni anderen 
Wege) zur alten Bahn mit den alten Integrations- 

konstanten zurückkeiirt, so muß wieder ^^£*==u sein, aber 

^ braucht nicht gleich Null zu sein, da man durch fort- 

i^^hrende Anwendung der Konstruktion K bei Rückkehr 
zur selben Bahn durchaus nichr immer auf dieser Bahn 
auch zu demselben Ausgangspunkte und Endpunkte der 
Integration, also zu denselben Grenzen für t zu gelangen 
braucht, wenn man beim Ubergange von der Bahn 3/3 JV^ 
zur Bahn zurück nicht wieder dieselben Bidinen nur 

in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen hat, wie beim Hin- 
gange Ton der Bahn zur Bahn M.^ V3, sondern wenn 
der Rückweg über ganz andere Bahnen, ais der Hinweg 
erfolgt ist. 

Wir wollen dies deutlichkeitshalber in einem ganz 
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speziellen Falle durch Figuren versinnlichen. Sei eine 
endliche Strecke der ursprünglichen Bahn M^N^ gerade 
(Fig. 6). Wir wählen die beiden Punkte A und B als In- 
tegrationsgrenzen. Wir wollen nämlich immer kurz sagen: 




Fig. 6. Fig. 7. 



Ein Punkt ist Integrationsgrenze, wenn die Zeit, zu welcher 

das Bewegliche den betreffenden Punkt passiert, Intej^rations- 
^i;reiizc des Tutegrales 202) ist. Die \ ariutiüii dur BaLu 
bestehe anfanp darin, daß sich dieses gerade Stück parallel 
zu sicli selbst immer mehr nach links verschiebt, bis es in 
die Lage gelangt ist. Wenn wir die Grenzen fort 

und fort orthogonal variieren, so konimen wir endlich bei der 
Bahn M.^N^ zu den Punkten C und D als Integrationsgrenzen. 

Während der weiteren Variation soll nun die Bahn 
sich immer mehr und mehr krümmen, bis wir zur Bahn 
Mg N.^ gelangt sind. Sie soll aber dal)ei immer durch die 
beiden Punkte C und 1) gehen. Wenn wir daher weiter ortho- 
gonal variieren, so liören die Funkte C und D während dieser 
zweiten Periode der Variation nicht auf die Integrationsgrenzen 
zu hleihen. Nun soll die Bahn des Beweglichen wieder zur 
alten Form zurückkehren^ aher nicht auf demselben Wege, 
auf welchem sie sich von in Jf, verwandelte. Diese 
weitere Art der Variation ist in Fig. 7 dargestellt Ks soll 
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die Bahn zunächst ungefähr gleich gekrümmt bleiben, oder 
ihre Krümmimg sogar noch etwas zunehmen. Dabei soll 
sich die Bahn aber immer mehr nach rechts verschieben 
(dritter Varialionsprozed). Die Reihe der Formen, welche 
die Bahn während des dritten Yariationsprozesses durch* 
l&uft^ nennen wir kurz die Enrrenschar S, 

Wenn wir jetzt die Grenzen orthogonal transformieren, 
so kommen wir für die Punkte , welche der oberen und 
unteren Grenze des Integrales 223) entsprechen, auf die 
Punkteschar, die die beiden durch die Punkte C und D 
gehenden orthogonalen Trajektorien zur Kurrenschar S 
bilden. Diese beiden Trajektorien solleu die Gerade , 
welche der ursprünglichen unvariierten Bahn angehört, iu 
den beiden Punkten E und treffen, welche also die Inte- 
grationsgrenzen darstellen, sobald die durch die Punkte S 
und F gehende Bahn von dem Beweglichen erreicht ist 
Von da angefangen soii dio Bahn in folgender Weise weiter 
variiert werden (vierter Variationsprozeß). Ihic Krümmung 
soll sich immer mehr vermindern, sie soll sich daher immer 
mehr der Geraden nähern, dabei aber nicht aufhören, durch 
die beiden Punkte E und F zu geheu. Wenn wir immer 
orthogonal transformieren, so bleiben also jetzt E und F 
die Tntegrationsc^reiizen. Der vierte Variationsprozeß soll 
fortgesetzt werden, bis wieder die alte Bahn erreicht 
ist und überhaupt wieder der ganze Bewegungsprozeß der- 
selbe geworden ist, der er bei der ursprünglichen unvari- 
ierten Bewegung war. 

Wir haben also jetzt einen yoUstöndigen Kreisprozeß 

durchlaufen* Der Bewegungsprozeß wurde fort und fort 

yariiert, bis er schließlich genau wieder der alte geworden 

ist. Die Bahn ging yon der Gestalt aus, transformierte 

sich allmählich in die Gestalt M^N^ und kehrte dann auf 

anderem Wege wieder in die ursprüngliche Gestalt 

ti 

zurttck. Obwohl daher das Integral j Tdi zum Schluß 

wieder genau Uber denselben Bewegungszustand zu erstrecken 
ist, wie zu Anfang, so ist doch jetzt der Wert desselben 
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ein ganz anderer, weil es zwischen ganz anderen Grenzen 
zn erstrecken ist. Ursprünglich waren nämlich die Inte- 
grationsgrenzen die Zeiten, während welcher das Bewegliche 
die Punkte A nnd B passierte. Jetzt sind es die Zeiten, 
während welcher es die Punkte M nnd W passiert, welche 
mit und hezeichnet werden mögen. Wenn wir daher 
durch das Integralzeichen jetzt eine Snmme aller während 
des ganzen in Mg. 6 nnd 7 dargestellten Variation8ph>zes8e6 
eintretenden Zuwächse bezeichnen , so folgt aus G^lei- 
chung 287) 



288) 
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was im allgemeinen keineswegs gleich Null sein wird. 

Um die Sätze, welche wir in diesem und dem yorigen 
Paragraphen hehandelt haben noch weiter zu spezialisieren, 
können wir den schon im ersten Teile % 22 behandelten 

Fall einer Zentralbewegung benutzen, welche ein materieller 

Punkt von der Masse m ausführt, wenn er gegen ein festes 

Zentrum 0 mit der Kraft ~ ^ ^ gezogen wird. 

Hierbei ist r die Enifemung des materieUen Punktes 
Tom Anziehungszentrum, X \md a sind konstant Aus den 
dort entwickelten Formeln findet man durch Ausführung 
einiger überaus einfetcher Integrationen^) für die Zeit, welche 
das Bewe^che braucht, um vom Perihel (Perizentrum) zum 
Aphel (Apozentrum) zu gelangen, den Beivag: 



h y h 



Femer ergibt sich das yom Perihel zum Aphel erstreckte 
Integral 

3i , / 1 
• 2 1/^ A 



J Tdi ^ Tim 



^) Näheres über die Durchfuhrung dieser Integrationen, auf 
welche ich hier nicht weiter etugehen will, da es bloße Obuogsaaf- 
gaben m den einftchsten Sätsen der Integnürechnung sind, findet 
man Wiener Sitsangeber. Bd. 76, II, Janaar 1877. 



GL 2S8. 239.] III. § 41. Orthogonale Vamtion. 



161 



Die Division dieser beiden Ausdrücke liefert: 



238) r = „Ä[4._^|/_ 



h 



Der gesamte Zuwadis der Energie aber ist SE^$h, 
Es folgt also: 

289) ^ 



Für a ■= 0 geschieht die Zentralbewegung nach dem 
Newtonschen Gravitationsgesetze. Die Bahn ist, sobald 
sie überhaupt ganz im EndlicheD liegt^ eine geschlossene. 

Und es ist auch ein vollständiges Differential Ist da- 
gegen a von Null verschieden, so sind die Bahnen im 
allgemeinen nicht geschlossen. Es ist dann auch ^ kein 

Yollst&ndiges Differential der beiden als independent be- 
trachteten Variabeln k und k (der durch die Anfanpwerte 
bestimmten Integrationskonstanten der Bewegungsgleichung]. 
Denn es ist allerdings für orthogonale Variation der Grenzen 

A E> Ende 

nach Formel 237): ^^\1{/Tdif\ . 

Allein wenn die Bahn nach beliebiger Variation der 

Größen h und k wieder dieselbe wird, so werden die Grenzen 

von /Tdt bei fortwährender orthogonaler Variation keines- 

Eade 

wegs dieselben und \l{fTdtf\ hat einen von Null ver- 

Anf. 

scMedenen Wert 



Boltsmann, Mwtbanlk n. 
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IV. Analogieii mit physUkaliscbeii, besonders 
w&rmetheoretischen Sfttzen. 



§ 42. Analogon der zogefiUiTtoii Wime. 

Die spezielle Eigentümlichkeit der Gleichangen dfit 
Thermodynamik ist dedurch bedingt» daß der Zuwachs der 
zngeffthrten Wärme kein vollständiger Differentialaasdruck 
ist Nnn ist aber das Differentiale 8E der ziigefübrten 
Energie immer ein YoUständiger Differentialansdruck, so- 
lange vir, wie in den Beispielen des vorigen Paragraphen^ 
skleronome Systeme betrachten. Solange wir nns daher auf 
die Betrachtung solcher Systeme beschränken und das Dif- 
ferential der zugeföhrten Wärme mit dem Zuwachse dE 
der Qesamtenergie in Parallele stellen, ist also schon in 
diesem wichtigsten StQcke keine Analogie vorhanden. 

Es hat aus diesem Ghrunde sdion Clausius Systeme 
betrachte^ in denen Femkräfte vorkommen, deren Wirkungs- 
gesetz sich mit der Zeit ändert, so daß also an die Stelle 
gewisser, sonst in der Kraftfunktion V vorkommender Kon- 
stanten, mit der Zeit sehr langsam veränderliche Parameter 
treten und das betrachtete mechanische System rheonom ist. 

Wenn man sich z. B. einen ein warmos Gas abschließen- 
den Stempel nnt^r dem Bilde iinljerer auf die Gas- 
moieküle wirkpuder abstoßender Nonnalkräfte denkt, die 
bei grober Annäherung an die Oberfläche des Stemp* ]s 
plötzlich enorm große Werte annehmen, so kann man 
sich ein langsames Zurückweichen des Stempels unter 
dem Bilde einer langsamen Änderung der Kraftfunktion 
dieser Kräfte denken. Analog fingiert Clausius auch 
Zentralbewegungen, bei denen das Wirkungsgesetz der 
2jentralkraft mit der Zeit veränderliche Parameter enthält. 

Es tritt aber bei dieser Olausiusschen Vorstellung 
der Veränderlichkeit des Wirkungsgesetzes der Naturkräfte 
eine Bechnungsschwierigkeit ein. Zur Kraftfunktion V 
dieser Kräfte tritt immer eine additive willkürliche Konstante 
hinzu, welche wir dadurch bestimmt denken können, daß fUr 
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«ine bestimmte Lage sämtlicher materieller Punkte des 
Systems (Nulhiiveau des Potentialesi F = 0 wird. Für 
skleronome Systeme ist es vollkommen gleichgültig, welche 
Lage man hierfür wählt. Ändert sich dagegen das Wirkungs- 
gesetz der Kraft mit der Zeit, so ändert sich auch die 
Arbeit, welche die Überführung von einer Nulllage in eine 
andere erfordert Der Absolutwert des V ändert sich daher 
in verschiedener Weise, je nachdem die eine oder andere 
NulUa^fe gewählt wird und um Tollständig hestimmt zu sein, 
muß man angeben, welche besondere Lage man als NuU- 
läge wählt 

Am besten ist es da wohl immer diejenige Lage zu 
wählen, wobei alle materiellen Punkte so weit voneinander 
und von allen übrigen auf sie wirkenden Punkten entfernt 
sind, daß auf keinen derselben mehr eine bemerkbare 
Kraft wirkt. Li physikalischen Fällen wird ^ese Wahl der 
NulUage immer möglich sein. Nur bei Kraftgesetzen, welche 
durch mathematische Abstraktion konstruiert sind, z. B. 
wenn die Kraft, welche zwischen zwei materieUen Punkten 
wirkt, der Entfernung derselben direkt proportional ange- 
nommen wird, kann diese Wahl der NulUage unmö^^ch 
werden. 

Die Olausiussche Annahme, daß sich das Wirkungs- 
gesetz der zwischen den materiellen Punkten tätigen Kräfte 
mit der Zeit verändert, gibt zwar eine vollständige Ana- 
logie mit den ihermodynamischen Gleichungen; allein in der 
Natur bemerken wir nichts, was darauf hindeuten würde, 
daß das Wirkungsgesetz gewisser Naturkräfte mit der Zeit 
veränderlich wäre. Ja es würde sogar die physikalische 
Forschung Überhaupt aufhören, wenn wir nicht wüßten, ob 
die Naturgesetze, welche wir heute gefunden haben, auch 
noch für spätere Zeiten richtig sein werden. Es ist daher 
unter dieser Glausiusschen Auiiahme die Energiebilanz 
eine äußerst schwankende, zu einer unzweideutigen Defi- 
nition derselben kann man nur unter mehr oder minder 
willkürhchen Annahmen gelangen und es empfiehlt sich, die 
Annahme der Veränderlichkeit des Wirkuugsgesetzes der 
Krät'te durch die Voraussetzung zu ersetzen, daß mit den 

11* 
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n materiellen Punkten, welche das betrachtete System bilden, 
noch andere [v) materielle Punkte in Wechselwirkung stehen. 
Die letzteren Punkte sollen während der unvariierten Be- 
legung Tollständig unbeweglich sein; wahrend der Variation 
der Bewegung aber außerordentlich langsam ihren Ort ver- 
ändern. Bann fällt auch die oben erwähnte Rechnungs- 
schwierigkeit wieder fori 

Es wird dann nicht die gesamte Ipn n Punkten zuge- 
ftthrte Energie mit der zugefilhrten Wärme in Parallele 
gesetzt, sondern die Arbeit, welche die n Punkte infolge 
ihrer Bewegung unter dem Eünflnsse der von den v Punkten 
auf sie ausgeübten Kräfte gevrinnen, entspricht der einem 
Körper zugefiihrten äußeren Arbeit und bloß die übrige zu- 
geführte Energie der zugefährten W8rme, 80 daß das Diffe- 
rential desjenigen Energieanteils, welches der zugefuhrten 
Wärme entspricht, kein vollständiges Differential ist, während 
das Differential der totalen zugeföhrten Energie es doch ist. 

Die Lage der n materiellen Punkte soll durch s Koordi- 
naten (die rasch Teränderlichen), die der v Punkte aber 
durch g Koordinaten (die langsam veränderlichen Parameter) 
bestimmt sein. 

So erhält man z. B. in folgender Weise ein gutes Bild 
der umkehrbaren Zustandsänderungen eines Gases, welches 
durch einen Stempel abgeschlossen ist. Die Molekular- 
bewegung nnd innere Atombeweguug der Gasmoleküle läBt 
rnan der raschen iiewegung der betrachteten n materiellen 
Punkte entsprechen. Die Molekuk des Stem{)el^, deren 
Wärmebewegung wir uns ohne erhebliche Änderung des 
Problems hinwegdenken können, läßt man den v materiellen 
Punkten entsprechen, welche sich nur hei Variation des 
Zustandea des Gases (und zwar solange desäeii Zustands- 
änderungen umkehrbar sind, aoßerordentlich langsam) be- 
wegen. 

§ 48, Begriff der zyklischen und der damit verwandten 

Bewegungen. 

Es handelt sich nun noch darum, auch der raschen 
Bewegung der n materiellen Punkte solche Eigenschaften 
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zuzuschreiben, daß sie sich möglichst zu einem treuen Ab- 
bilde der für die Wärmebewegnng charakteristischen Eigen- 
schaften eignet. 

Die Aufgabe, eine kurze, systematische Zusammen- 
stellung aller Orundtypcn mechanischer Systeme zu geben, 
welche zu diesem Behufe yerwendet wurden, wird da- 
durch erschwert, daß "viele derselben einige Merkmale mit 
andern derselben gemein haben und die yerschiedenen 
Autoren bald die einen, bald die andern Merkmale als die 
wesentlichsten ansahen, wodurch auch die Terminologie eine 
schwankende wurde. In der hier yersuchten Zusammen- 
stellung wird es mir daher weder gelungen sein Vollständig- 
keit noch größtmögliche Übersicht in der Klassifizierung zu 
erreichen und ich war auch gezwungen in der Terminologie 
bald Ton der des einen, bald wieder von der des andern 
Autors ein wenig abzuweichen« 

Wenn wir die Ghnndanschauungen der mechanischen 
Theorie der Wärme akzeptieren, so besteht eine der hervor- 
stechendsten Eigenschaften der Wärmeenergie darin, daß in 
eineni warmen Körper zwar fortwährend die lebhafteste Be- 
wegung der kleinsten Teilchen stattfindet, daß wir aber trotz- 
dem in dem äußerlicli sichtbaren und wahrnehmbaren Zu- 
stande desselben keine Veränderung bemerken, während wir 
sonst, wenn ein Körper sich bewegt, klar wahrnehmen, wie 
sich der Znstaud dessell)eu mit der Zeit fortwährend ändert. 

Dieselbe Eigenscl nft tinden wir auch auf anderen Ge- 
bietHM der Physik. Aucii au einem ruhenden elektrischen 
8lr MiK^ von unveränderlicher Intensität, in dessen Nachbar- 
öchalt sich ruhende Magnete oder Eisenmassen betinden, 
sehen wdr außer in der treibenden Batterie nirgends die 
mindeste zeitliche Veränderung und trotzdem erklärt 
Maxwell die Eigenschaften desselben durch die Hypothese, 
daß das Wesen des elektrischen Stromes in einer heftigen 
Bewegung bestehe, deren Schauplatz teils das Innere des 
Stromleiters, teis auch der umgebende Äther ist. 

Wir müssen uns also nach mechanischen Modellen um- 
sehen, denen ähnliche Eigenschaften zukommen. Ein Bei- 
spiel eines solchen Modelles liefert ein starrer, rund um 
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seine Achse herum absolut symmetrischer Rotationskörper, der 
keine andere Bewegung macht, als eine rapide Drehung um 
diese Achse. Ein anderes Beispiel liefert ein wirbelloser 
Strom einer absolut homogenen, inkompressibeln reibungs- 
losen Flüssigkeit in einem in sich selbst zurttcklaufenden 
Kanäle mit absolut starren Wänden. Wir bezeichnen der- 
artige Bewegungr^n als zyklische. 

Spezielle zyklische Systeme wurden schon früher mehr- 
fach in der Mechanik und Wärmetheorie besonders tou 
Bankine verwendet. Maxwell behandelte zuerst allgemeine 
cyklische Systeme und yerwendete sie zur Erklärung der 
elektromagnetischen und elektrodynamischen Erscheinungen. 
Ihre Anwendung auf die W&rmetheorie in allgemeinerer 
Form als es durch Rankine geschah, die Weiterentwick- 
lung der schon von Maxwell aufgestellten Grundgleichungen 
für dieselben, sowie auch die Orundzüge der jetzt üblichen 
Terminologie daf&r ist Helmholtz zu verdanken. 

Zyklische Systeme im strengsten Sinne ;wir wollen sie 
im folgenden echte Zykeln nennen) sind solche, in denen 
zwar beliebige Bewegungen stattfinden, jedoch so, daß, 
wenn irgend ein Massenteilchen eine Stelle des Baumes 
verläßt» immer sofort ein vollkommen gleich beschaffenes an 
dessen Stelle tritt, welches die gleiche gleichgerichtete Ge- 
schwindigkeit hat, die auch das erstere Teilchen an dieser 
Stelle des Raumes hatte. Eine Koordinate heißt eine echt 
zyklische, wenn das System eine solche Bewegung auatiihrt, 
sobald sich diese Koordinate unter Koiistarithaltuug der 
übrigen Koordinaten verändert. 

Die Molekularbewegungen, welche nach der mecha- 
nischen Wärmetheorie die Wärme darstellen, sind nach 
den Vorsteiiungf.:) dieser Theorie keine streng zyklischen. 
Nur wegen der großen Zahl der hewegten Moleküle erreicht 
immer, sobald ein Molekül aus einem gewissen Bewegungs- 
zustande austritt, bald in der Nachbarschaft ein anderes 
Molekül einen sehr ähnlichen Bewegungszustand, so daß 
wir äußerlich keine Veränderung wahrnehmen. Deshalb 
hat man den Begrüß' der echt zyklischen Systeme er- 
weitert; das Charakteristikum der echt zyklischen Systeme 
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besteht darin, daß ihre sämtlichen Eigen schafteu nicht von 
dem Absolutwerte der echt zyklischen Koordinaten, sondern 
bloß von deren Anderuüg8gesch\s iiuligkeiten abhängen. Der 
nach der Zeit nicht dififerenzicrte Wert einer zyklischen 
Koordinate kann dal) er weder im Ausdrucke für die leben- 
dige Kraft, noch m den Ausdrücken für die auf das System 
wirkpTidi fi [vräfte noch in den die Bedingun^ien ausdrücken- 
den Funktionen vorkommen. In Verallgemeinerung des 
Begritis der echt zyklischen Koordinaten wollen wir nach 
dem Vorgänge Hertz' jede beliebige Koordinate, deren nach 
der Zeit nicht differenzierter Wert in allen diesen Aus- 
drücken nicht vorkommt, als eine zyklische Koordinate 
schlechtweg bezeichnen. 

Wenn in einem Systeme weder innere noch äußere 
Ki^^ tätig sind, wie dies Hertz Ton allen Systemen an- 
nimmt, so sind, falls auch keine Bedingungsgleichungen 
Torhanden sind, selbst die rechtwinkligen Koordinaten 
zyklische. 

Eine- gewisse Verwandtschaft mit den zyklischen 
Systemen haben solche Systeme, deren Bewegung eine 
periodische ist, bei denen also nach Verlauf einer gewissen 
Zeit immer wieder genau dieselben Bewegungszustände in 
derselben Reihenfolge wiederkehren, und welche wir kurz 
periodische Systeme nennen wollen. Dieselben können, wenn 
den periodisch bewegten Massen nur eine untergeordnete 
Bolle zufällt^ fast alle Eigenschaften der zyklischen haben, 
wenn sie sich z. B. nur dadurch von echt zyklischen untere 
scheiden, daß sie rotierende Zahnräder, hin- und her- 
gehende Kolben oder sonstige oszillierend sich bewegende 
Massen enthalten. 

Helmholtz geht noch weiter und betrachtet Systeme, 
welche bloß der Bedmyui-ig unterworfen sind, daß nicht nur 
die Summe der kinetischen und potentiellen Energie, sondern 
jede dieser Energien für sich immer konstant bleibt. Er 
nennt diese Systeme isokinetische. Einen noch allgemeineren 
ßegrili" bildet Clausius, indem er eine Bewegung, wobei 
niemals der Wert irgend einer der rechtwirtldigen Koordi- 
naten oder irgend einer der Greschwindigkeitäkomponenten 
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eines materiellen Punktes nach den Koordinatenrichtungcu 
über alle Grenzen wächst, wenn die Bewegung beliehig lang 
fortgesetzt wird, als eine stationäre bezeichnet, wofür ich 
aber lieber das Wort „finit" gebrauchen will. Wenn außer- 
dem noch die Bewegung zwar nicht in dorn Sinne periodisch 
ist, daß nach Verlauf einer endlichen Zeit alle materiellen 
Punkte gleichzeitig exakt zu ihrer alten Laj^e. r-reschwindig- 
keit und Geschwindigkeitsriclitung zurückkeiiren und dann 
wieder die gleiche Bewegung von vorne beginnen, aber doch 
eine solche Regelmäßigkeit in der Bewegung herrscht, daß 
das Zeitmittel der lebendigen Kraft, einer Geschwindigkeits- 
kompoueute, oder des Wertes irgend einer rechtwinkligen 
Koordinate irgend eines materiellen Punktes oder der ge- 
samten Eraftfonktion V etc. je einer festbestinmten Grenze 
zueilt, wenn man die Zeit, w&brend welcher dieses Mittel 
genommen wird, ohne die Bewegung zu Tariieren, in be- 
liebiger Weise über alle Grenzen wachsen läßt, so wollen 
wir eine solche Bewegung eine mesische nennen. 

§ 44. Spezielle Seispiele. 

Wir wollen, ehe wir an die Ausführung der Bechnung 
gehen, das Gesagte durch einige Beispiele erläutern. 

Das ersU Beispiel ist das schon mehrfach erwähnte, ans 
der kinetischen Theorie der Gase oder tropfbaren Müssig- 
keiten. Das System wird gebildet durch n materielle Punkte, 
die sich ganz wie nach den Anschauungen der mechanischen 
Wärmetheorie die Moleküle eines dem van der Waals- 
schen Gesetze folgenden Gases oder einer tropfbaren Flüs- 
sigkeit in einem zylindrischen Gefäße mit starren Wänden 
bewegen, das oben durch einen vollkommen dichten, reibungs- 
losen Stempel abgeschlossen ist Die Erhöhung der leben- 
digen Kraft etwa durch von außen irgend woher kommende 
Moleknlarstöße korrespondiert der zur Temperaturerhöhung 
verwendeten /^ugeführten Wärme, wogegen die gegen die 
zwisciien den n materiellen Punkten tätigen Innenkräfte ge- 
leistete Arbeit der inneren Arbeit korrespondiert. Die 
s Variabein sind die zur Bestimmung der Lage der u mate- 
riellen Punkte notwendigen Größen. 
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Der Stempel bewegt sich immer nur langsam^ so daß 
sein Druck immer nahe gleich dem Gegendrucke der mate- 
riellen Punkte ist, zwischen denen immer auch nahezu 
GleichgfewiVht <1er lebendigen Kraft beateheu soll. Die 
^Variabeli! Vif-stiinmen die Lage des Stempels. Die Arbeit 
der Kraft, welche der Stempel auf die materiellen Punkte 
ausübt, ist die äußere Arbeit. Sie ist gleich der Arbeit, 
welche die von außen auf den Stempel wirkenden Kräfte 
leisten. Dieses System ist bei genügend großer Zahl der 
Moleküle ein unechtes Zykel, isokinetisch, iiuit und mesisch, 
doch nicht periodisch. 

Zweites Beispiel: ZeniralbewegungsmodeU. Wir betrachten 
ähnlich, wie wir es schon am Schlüsse des Paragraphen 41 
taten, die Zentralbewegung eines einzigen materiellen Punktes. 
Aber es sei Vorsorge getroffen, da0 sich während der Zen- 
tralb ewegnng die beiden Konstanten A tmd a langsam ver- 
ändern können, welche das Gesetz bestimmen, nach dem die 
Zentralkraft wirkt 

An Stelle der Clansiusscben Annahme einer direkten 
Veränderlichkeit der Naturgesetze wollen wir uns die Ver- 
änderlichkeit von A und a durch gewöhnliche mechanische 
Hilfsmittel bewirkt denken. Handelt es sich zunächst um 
die Zentralbewegung eines Planeten um die Sonne, so 
können wir uns etwa vorstellen, daß von außen stets Hassen 
(Meteorsteine) in die Sonne stürzen, so daß deren Masse und 
daher auch deren Anziehungskraft gegen den Planeten mit 
der Zeit wächst Wollte man einen geschlossenen Prozeß 
analog dem Carnotschen Kreisprozesse konstruieren, so 
müßten z. B. zuerst Massen in die Sonne stürzen. Hierbei 
würde äußere Arbeit gewonnen* Dann müßte die lebendige 
Kraft der Zentralbewegung, welcher die Wärmeenergie des 
wannen Körpers entspricht, vermindert werden. Dann 
müßten dieselben Massen wieder von der Sonne fort bis lu 
unendliche Entfernung gebracht werden. Hierbei wäre 
weniger Arbeit zu leisten als früher beim Hineinstürzen ge- 
wonnen wurde, da ja der Planet jetzt entfernter ist und 
weniger Anziehung ausübt. Endlich müßte wieder die 
Energie der Umlaufsbewegung des Planeten durch eine ent* 
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sprechende Energiezufuhr auf den alten Stand gebracht 
werden und wir nehmen an, daß CTestall , 1/age und Be- 
wegungsgeschwindigkeiteu zum Schlüsse wirtlrr dieselben 
wie zu Anfang des Prozesses sind. Da hier die Bahn stets 
eine geschlossene ist, so wäre bereits vollständige Analogie 
mit dem zweiten Hauptsatze rorhanden. Wenn 7 die mittlere 
lebendige Kraft des Planeten in seiner Umlaufsbewegung 
und ^ Q die Energie ist, die man ihm behnfs Erhöhung der 
lebendigen Kr^ift seiner Umian&bewegiing während eines 
unendlich kleinen Teiles des Prozesses zufahren muß, so ist 
nicht SQ, wohl aber ^Q/T ein Tollständiges DifEerentialy 
sobald die Hasse der Sonne stets so htngsam zu- und ab- 
nimmty daß die Zu- oder Abnahme während eines Planeten- 
Umlaufs als klein und gleichförmig mit der Zeit erfolgend 
betrachtet werden kann. Man kann dies durch Ausfahrung 
der Bechnung im Detail verifizieren, doch ist das Hinein- 
stürzen yon Massen in die Sonne immerhin ein für die 
Bechnung noch etwas unbequemer Vorgang. 

Eine physikalisch zwar etwas abstrakte, aber mechanisch 
noch weit klarere Vorrichtung, welche in größter Allgemein- 
heit alle denkbaren FSlle illustriert, ist die folgende: eine 
sehr kleine ToUkommen glatte Engel Ton der Masse m be- 
wege sich auf einer glatten horizontalen Ebene. Daran sei 
ein biegsamer massenloser Kaden von unveränderlicher Länge 
befestigt, der durch cm Loch der Ebene geht, dann ver- 
tikal herabhängt und am Emk einen masseniosen, in einer 
vertikalen Röhre reibungslos beweglichen Magnetpol Ä trägt. 
Vertikal unter diesem befinde sich ein außerordentlich kurzer, 
uTn eine horizontale Achse drehbarer Magnet, dessen sehr 
nahe Pole B und 0 heißen sollen. 

Man kann nun dem Ki'iL-'plohen rn während der Zentral- 
bewo^img durch kleine 8töße langsam lebendige Kraft zu- 
führen (dies entspricht der Wärmezufuhr] und auch den 
Magneten langsam drehen (entsprechend der Bewegung des 
Stempels). 8o kaiui rnan den Zustand langsam variieren 
und auch wieder auf anderem Wege zum alten Bewegungs- 
znstande zurückkehren, indem man z. B. zuerst bei weniger 
lebhafter Bewegung des Kügelchens m den kurzen Magnet 
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dreht» dann lebendige Kraft zufährt, dann bei heftiger Be- 
wegung den kurzen Magnet langsam in die alte Lage zurück- 
dreht und dann wieder gerade so viel lebendige Kraft entzieht, 
bis die lebendige Kraft den alten Wert erlangt hat und dabei 
auch die Bewegungsrichtung gerade so ändert, daß schließlich 
wieder dieselbe Bahn bei gleicher Lage des Magnets eintritt 
Die Variabehk, welche die Position der Masse m in der Ebene 
bestimmen, sind die, welche wir früher die s Variabein 
nannten, die g Yariabehi reduzieren sich auf eine einzige, 
nämlich den Drehungswinkel des Magnets. 

Man kann in zweifacher Weise bewirken, daß die yon 
außen auf den Magneten wirksame Kraft nicht während der 
unvariierten Bewegung periodisch yei^derlich, sondern nur, 
falls die Bewegung Tariiert wird, langsam mit der Zeit yer» 
änderlich zu sein braucht: erstens wenn man annimmt> daß die 
Umlau&zeit der Masse m sehr kurz und das Trägheitsmoment 
des Magneten bezüglich seiner Drehungsachse enorm groß 
ist, so daß er während der Wanderung der Masse m vom 
Perihel bis zum Aphel nur eine verschwindend kleine 
Drehung macht, zweitens wenn man auf der horizontalen 
Ebene statt einer einzigen unendlich viele vollkonunen gleich 
beschaffene Massen w fingiert, welche alle m() glichen Phasen 
derselben Zentralbeweguiig gleichzeiLig iiaben, und sich, obne 
sich gegenseitig zu stören, unabhängig voneinander bewegen 
und alle vom Magneten in gleicher Weise und durch Vermitt- 
lung der gleichen beschriebenen Vorrichtungen affiziert 
werden. Dadurch kann mau das System in ein isokinetisches 
im Sinne Helmholt z' und zugleich auch in ein echt zyk- 
lisches verwandeln, wenn nämlich alle diese Massen die 
ganze Fläche, welche sie bei iler Zentralbewegung im Ver- 
lauf der Zeit bestreichen, schon zu Anfang der Zeit in 
passendor Woi'^o kontinuierlich bedecken. Doch ist dann 
zur Bestimmung der Lage irgend eines der in Zentral- 
bewegnng begrilVenen Massenteilchen nebst den langsam ver- 
änderhchen Koordinaten, welche die Position des oder der 
Magnete bestimmen^ keineswegs die Kenntnis einer einzigen 
zyldischen Yariabeln ausreichend, sondern es sind dazu noch 
zwei Variabein (zwei rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, 
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oder die Bahnlänge und die Bewegiiiigsrichtuag in gegebener 
EntferiuiLig vom Kraftzentrum) erforderliclj. 

Will man bewirken, daß die Zentralbewegung jeder 
Masse nacli dem New ton sehen Gravitationsgesetze erfolgt, 
so darf man keinen gewölmlicheu Magneten anwenden, 
sondern der Pol A muß von dem näheren Pole B mit einer 
der ersten Potenz der Kntfernung verkehrt proportionalen 
Kraft angezogen, von dem entfernten Pole C aber mit einer 
gleichen Kraft abgestoßen werden. Dann wird wieder nicht 
SQf wohl aber d Qjf ein vollständiges Differential sein. 
Hat man gleichzeitig zwei Magnete, von denen der eine Ton 
der eben geschilderten Bescbaffenheit ist, der andere aber 
nach demselben Gesetze wirkt» wie ein gewöhnlicher Magnet, 
und Ton denen jeder unabhängig yon dem andern drehbar 
ist, so erhält man eine Zentralbewegung, bei welcher die 
Zentralkraft das am Ende des Paragraphen 41 erwähnte 
Gesetz befolgt und die beiden Konstanten X und a unab- 
hängig voneinander langsam veiundert werden können. 

Es ist dann auch $QI 7" kein voIlstiUidiges Differential und 
man sieht, daß nicht für alle isokinetischen und auch nicht 
alle rein zyklischen Systeme öQjT ein vollständiges Diffe- 
rential ist. Bezüglich der ausführlichen Berechnung aller 
Beispiele verweise ich auf Wien. Sitz. Ber. II, 92, S. 853 
Okt. 1885, Exn. Rep. d. Tiiysik 22, S. 135. 

Drittes Bei.<fpicl. Eine Masse rotiert rasch um eine Achse 
und ihre Entfernung von der Achse ist der langsam ver- 
änderliche Parameter. Es ist dies ein lelirreiclies Beispiel 
für eiu zvklisches System im weiteren Sinne nach der Be- 
zeichnungsweise Hertz', welches kein echtes Zykel ist. Es 
soll Kürze luilher im folgenden immer als das Zentrifugal- 
niodell hezeichnet werden, (jber die schöue Analogie, welche 
diese einfache mechanische Vorrichtung mit dem Carnot- 
scheu Satze und dem Verhalten vollkommener Gase zeigt, 
vergl. meine Vorlesungen über Maxwells Theorie der Elek- 
trizität und des Lichtes 1. Band, 2. Vorlesung. Im selben 
Buche, 4. und 6. Vorlesung, ist auch eine Vorrichtung be- 
schriehen, au welcher zwei voneinander unabhängige zyk- 
lische Bewegungen möglich sind. 



GL 289.] 



IV. §45. Allgemeine Formeln. 



173 



Viertes JBeispiel: Das MässigkeitsstrommodeU. £ine reibungs- 
lose^ inkompressible Flüssigkeit strömt wirbellos in einem 
in sich zurücklaufenden Kanäle. Die Gestalt des Kanales 
und auch dessen Querschnitt an yerschiedenen Stellen kann 
langsam veränderlich sein, ohne daß jedoch der gesamte 
Hohlraum des Kanales variiert. Dieses System ist ein 
echtes Zjrkel. 

§ 45. Es wird weder Periodizität nooh zyklischer 
Charakter der Bewegung yorausgesetzt. 

Wir wollen nuu zunächst die Rechnung möglichst all- 
gemein durchführen. W ir denken uns -n materielle Punkte 
(das KiigelciiLii des Zentralbewegungsmodells) , deren 
Lage durch * generalisierte Koordinaten bestimmt ist. 
Zwischen den letzteren können möglicherweise noch a mit 
der Zeit vollkommen unveränderliche Bedingungen bestehen, 
die also auch für alle variierten Bewegungen dieselben 
bleiben müssen. 

Später werden wir annehmen, daß die Bewegung dieser 
n materiellen Punkte eine zyklische oder ein*^ damit ver- 
wandte ist. Vorläutig aber wollen wir sie noch ganz allge- 
mein lassen. 

Diese n Punkte bilden das betraclitete mechanische 
System. Außerdem sollen noch dreierlei materielle Punkte 
wirksam sein. 

1. Mit den n materiellen Punkten sollen zunächst 
andere [n) in Wechselwirkung stehen, :v^^che letztere ihre 
Lage im Baume immer unverändert beibehalten und daher 
ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit auch zu den 
n Punkten hinzugerechnet werden können. Es könnte sich 
z. B. beim Zentralbewegungsmodelle an der Stelle, wo der 
Faden durch das Loob. geht, eine fixe unveränderliche 
Masse befinden, welche eine beliebige Zentralkraft auf das 
Kdgelohen m ausübt Solche Massen könnten auch anderswo 
in der Bahnehene des Ktlgelchen fix verteilt sein. 

2. Außerdem sollen mit den n materiellen Punkten 
andere v in Wechselwirkung stehen, deren durch g genera- 
lisierte Koordinaten (die langsam veränderlichen Variabeln 
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oder Parameter] bestimmte Lage manches Kai ganz unver- 
ändert, manches Mal wieder an0erordent!ich langsam ver- 
änderlich ist Die V Punkte werden bezüglich des betrach- 
teten Systems als äußere angesehen. Sie entsprechen dem 
Bfagnete des ZentralbewegungsmodeUs. 

d. Es sind noch andere materielle Punkte Torhanden, 
welche bloß auf die v Punkte» also gar nicht auf die n Punkte 
wirken sollen und daher ganz außerhalb des betrachteten 
Systems stehen. Die Kräfte, welche sie auf die ersteren 
Punkte ausüben, müssen den Kräften, welche die n Punkte 
auf die v Punkte ausüben, Yollständig das Gleichgewicht 
halten, solange die letzteren ToUständig ruhen, der Zustand 
muß Ton dem des Gleichgewichtes sehr wenig Terscfaieden 
sein, wenn sich die p Punkte langsam bewegen. Es sind 
dies am Zentralbewegungsmodelle die Kräfte, welche am 
Magnete den Kräften, die der Pol A auf ihn ausübt, das 
Gleichgewicht hslten müssen. 

T sei die lebendige Kraft der n Punkte, F die Kraft- 
funktion aller von ihrer Wechselwirkang untereinander und 
der Wirkung der n Punkte auf sie herstammenden Kräfte. 
Die Arbeit aller dieser Kräfte nenneu wir die innere Arbeit, 
die der Kräfte, welche von den v Punkten auf die 7i Punkte 
ausgeübt werden (der äußeren Kräften), nennen wir die 
äußere Arbeit. Die äußere Kraft nach einer Koordinate j»^ 
der n Punkte, d. h. diejenige, welche vermöofe der Wechsel- 
wirkung der /i. und der r Punkte darauf v. ükt soll mit 
bezeicliuet werden. Die zwisclien don n den v Punkten 
wirkenden Kräfte sollen ebenfalls eine Kraftfunktion haben, 
welche mit ß bezeichnet werden soll; dagegen soll die Ge- 
samtkraftfunktion F Q aller zwischen den n , n und 
7' Punkten wirkenden Kräfte V heißen. Sobald man es vor- 
zieht von den v Punkten gar nicht zu sprecben, ist die 
äußere Einwirkung auf die n Funkte einfach durch die 
Kräfte bestimmt, welche die Kraftfunktion Sl haben, die 
aber dann mit der Zeit langsam yeränderliche Parameter 
enthält 

Es sollen sich zuerst die n materiellen Punkte bei un- 
Teränderlicher Lage der v Punkte während der Zeit ty — t^ 
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bewegen, was wir als deren unYariierte Bewegung bezeichnen 
wollen. Die analog der Formel 236) berechneten Mittel- 
werte von T, Fete» während dieser Zeit sollen mit T, Veto. 
bezeichnet werden. 

Wir Tergleichen mit der nnTariierten Bewegung zunächst 
eine andere Bewegung, welche in unendlich wenig ver- 
schiedener Weise geschieht, zur selben Zeit t^, wie die un- 
Tariierte Bewegung beginnt) und zu einer von unendlich 
wenig yerschiedenen Zeit ^ + endet. 

Irgend einem Zustande A der unvarüerten Bewegung, 
welcher zu irgend einer Zeit t stattfindet, korrespondiert 
immer derjenige Zustand B der yarüerten Bewegung, welcher 
zur selben Zeit / stattfindet Im Zustande B soll die leben- 
dige Eraft T der n Punkte um S T größer sein als im Zu- 
stande A» 

Die Werte der s Koordinaten sämtlicher n Punkte 
werden ebeniaUs im Zustande B etwas andere sein als im 
Znstande A, Die durch diesen Umstand allein bewirkten 
Zuwächse von F, Q und V bezeichnen wir mit SF, SQ 
und SV, Ist femer 

die gesamte , nach einer Koordinate des Systems der 
n Punkte wirkende generalisierte Kraft, so ist also: 

241) sj!''\-äa=^öv^-'^ 

Es ist also S V genau die auch im Vorhergehenden 
immer so bezeichnete G-röße und stellt den Gesamtbetrag 
der dem Systeme der n Punkte zugeführten Energie dar, 
v.-c1cher auf Arbeitsleistung gegen alle auf die n Punkte 
wirkenden Kräfte verwendet wird. Da ferner ÖT den Zu- 
wachs der lebendigen Kraft dieser Punkte darstellt, so müßte 
den n Punkten irgendwie die Gesamtenergie 

242) $T+ dv^ dj^ + sa^ SJn,^ s^n 

zugeführt werden, um den Zustand A des Systems in den 
Zustand B uberzuftihren. Die Kräfte, welche diese Energie 
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Znfohr bewirken und auf welche wir jetzt allein den 
Namen Zusatzkräflbe bescltränken wollen, sind ganz nene 
Eräfke, welche yon allen während der unTariierten Bewegung 
wirkenden vdllig verschieden sind. Diese £2nergie S E stellen 
wir mit der einem Körper zngefuhrten Wärme in 
Parallele, » 7 + F dagegen, oder auch» wenn wir lieber 
wollen, Jy,« B 2*+ setzen wir mit der gesamten inneren 
Energie eines warmen Körpers, der lebendigeu Kraft der 
MolekularbeweguDg und der auf innere Arbeitsleistung yer- 
wendeten Wärme in Parallele. 

§ 46. Das erweiteite System. 

Die Zuwächse der Kraftfunktionen ß und V, welche 
daher rühren, daß im Zustande B auch die v materiellen 
Punkte etwas andere Lagen haben als im Zustande A, sollen 
mit ü. und Fbezeichnet werden, so daß der totale Zuwachs, 
den die Größen V und Q beim Übergang vom Znstande A 
in den Zustand B erfahren, 

243) dtot. y ^sv-Y ö,v, dM.n^sü-^ä^n 

ist, und der Ausdruck 

244) SJn,r^ST+SV+Syr 

den totalen Zuwachs der Gesamtenergie 2" V des 

erweiterten Systems der n v Punkte darstellt. 

Man kann daher sagen: Wenn die Überführung aus 
dem unTariierten in den yariierten Zustand gerade zur 
Zeit t stattfände, so daß gerade der Zustand A in den Zu« 
stand B übergeführt würde, so würde dem System der 
71 Punkte Ton den Zusatzkräften die Energie d\£?, durch die 
Einwirkung der p Punkte die Energie — ^ fi zu geführt, so 
daß seine innere Energie um äJ^^ = ST + wächst oder 
es wird von der ganzen, dorch Zusatzkräfte zugefuhrten 
Energie der Teü ST-^SF auf Vennehrang der Eigen* 
energie, der Anteil aber auf äußere Arbeitdeistung tciv 
wendet. 

Si ist die Kraftfunktion der Wechselwirkung der n und 
der f> Punkte. Da es sich hier bloß um ein mechanisches 
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Bild gewisser Natorerscheinungen bandelt, so ist es toU- 
kommen villkQrlich, welche Paukte man dem betrachteten 
Systeme zuzählt und welche man als äußere ansieht Es 
kann in dem einen Falle die eine, in dem anderen wieder 
eine andere Analogie mit den Eigenschaften warmer Körper 
besonders hervortreten. Man kann daher auch die v Punkte 
noch zum betrachteten Systeme rechnen, so daß dann 

die potentielle, und 

die totale Energie des gesaiiiten betrachteten Systems ist 
Dann wäre wieder ÖT-l-dV mit der zugeführten Wärme 
aber jetzt SyV~d\S2 mit der in Form von äußerer Arl)eit 
dem Systeme zugeführten Energie in Parallele zu setzen, 
— Öyii der auf äußere Arbeitsleistung aufgewendeten Wärme, 
Weun die Kräfte, welche die Krafttun ktion ß haben, 
keine gewöhnlichen Fernkräfte sind, sondern li-n \\ eil iSuü 
haben, bei einer gewissen Kutfcrnung der Punkte, zwischen 
denen sie wirken, bei etwas größerer oder kleinerer Ent- 
fernung aber sofort ins Unendliche anwachsen, so ist ohne- 
dies ü konstant» daher 

und es kommen beide Auffassungen auf dasselbe hinan??. 
Bei dem Zentrifugalmodell ist diese Bedingung ohne wei^n s 
erfüllt: beim "Bilde eines von einem Stempel abgeschlosst^ieii 
(lases kann man sich dieselbe jedenfalls ohne wesentliche 
Moditikation des Problems erfüllt denken, da ja auch in 
diesem Falle nur ein verschwindender Energiebetrag auf 
Veränderung der Kraftfunktion derjenigen Kräfte verwendet 
wird, die zwischen den Gasmolekülen und denjenigen des 
Stempels tätig sind, also die Variationen von ß nicht in 
Betracht kommen. 

Mit haben wir die Ki^ifte bezeichnet, welche die 
t» Punkte auf die n Punkte ausüben (der Stempel auf das 
Gas). Gleiche und gleich bezeichnete Kräfte üben für den 
Fall derEuhe der Punkte die iV^Punkte auf die Punkte 

BoltsmaDti, Mechanik II. 12 



178 IV. §47. Anw6Bd. d. Wiikuiigipriiuips. [QL844. 



aus (die Hand oder belastende Gewichte von der Außen- 
seite auf einen leicht beweglichen, das Gas abschließenden 
Stempel). Gleiche entgegengesetzt bezeichnete Kräfte üben 
die n anf die 9 oder die v auf die iVPunkte aus. Für eine 
außerordentlich langsame Bewegung der y Punkte, wobei 
der ganze Prozeß nahezu umkehrbar ausfällt (umkehrbare 
Ausdehnung des Gases), gilt das eben Gesagte wenigstens 
mit sehr großer Annäherung. 

Es ist daher ^ $yV auch die Arbeit, welche yermöge 
der Bewegung der v Punkte gegen die Kräfte geleistet wird, 
die Ton dem N auf die f Punkte ausgeübt werden und be« 
wirken, daß letztere bei der unvariierten Bewegung in Rulie 
bleiben, bei der variierten aber sich nur überaus hingsam 
bewegen. Letztere Kräfte sind nüiulicli den liräfteü 
vollständig gleich. 

§ 47. Anwendung des f nnzips der kleinsten Wirkung. 

Es hat nun B Ef d T und S V dieselbe Bedeutung wie 
in Formel 228 § 36. V enthält allerdings außer den Ko- 
ordinaten der n auch noch die der v Punkte und die die letz- 
teren enthaltenden Ausdrücke spielen im Ausdrucke ftr die 
Kraftfunktion der n Punkte die Bolle langsam veränder- 
licher Parameter, sobald die v Punkte sich langsam be- 
wegen; allein dies geschieht niemals, solange die Bewegung 
unvariiert bleibt Während der nuYariierten Bewegung ist 
daher V eine die Zeit nicht explizit enthaltende Funktion 
der Koordinaten der n materiellen Punkte und das allein 
ist zu Anfang des § 36 vorausgesetzt. Die durch unendlich 
kleine Bewegung der v Punkte eintretenden Wirkungen 
werden dort zn den Zusatzkräften gerechnet. Es gilt daher 
hier wieder die Gleichung 223), uämiich: 

Wir haben bisher die unvariierte Bewegung während 
der Zeit ^ — ^ und daneben ganz davon unabhängig die 
variierte während der Zeit ^ + — <o betrachtet 
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Wir wollen ans jetzt mit der Betrachtung des Überganges 
▼on der einen zur anderen beschäftigen. Da ist es zunächst 
Yollkommen gleichgültig, zu welchem oder zu welchen im Ver- 
lauf der ganzen Zeit 1^ — liegenden Zeitmomenten die Zu- 
satzh^lfte den n Punkten Energie zugeführt haben. Dagegen 
ist es nicht gleichgültig» ob die gesamte Verrückung der 
Punkte in einem einzigen zwischen und liegenden 
Momente geschah oder sich aus mehreren Verrückungen 
zusammensetzte und wann im Verlauf der Zeit — diese 
eine resp. jede der Partialverrückungen stattfand. Der 
Wert, den der Zuwachs S E — d Q =^ S{T + F) ^ d J^ der 
Gesamtenergie der n Punkte und ebenso der Wert, den der 
Zuwachs d Jn ^ = cV r + J F -j- Sm. Q = S T -{- S^, V der ge- 
saraten lebendigen Kraft und Kraftfunktion der + v J^unkte 
am Ende der Bewegung. a]^o zur Zeit •\-St^ hat, ist. 
wenn die Gresamtverschiebung der Punkte dieselbe ist, 
natürlich davon unabhängig, wann diese Verschiebung stattfand. 
Dagegen ist die gesamte äußere Arbeit, sei es, daß wir die- 
selbe als dü oder als — detinieren, davon abhängig, 
wann die Verschiebung der /'Punkte stattfand, ebenso die 
Energie ÖT -^ö Vj welche die Zusatzkräfte den n Punkten 
während der Zeit — im ganzen zufahren müssen. Denn 
letztere ist gleich $T-\-Stoi, F- öySI « d r+ SF-\-äQ. 

Es sollen nun speziell die v Punkte während der ganzen 
Zeit — der Bewegung sich gleichförmig aus der Lage, 
die sie für die unvariierte Bewegung haben, in die Lage 
hinüberbewegen, welche sie für die variierte Bewegung 
haben, so daß sie erstere Lage noch zur Zeit haben, 
letztere aber gerade zur Zeit ^| erreichen. Während also 
die Bewegung der n Punkte mit großer oder kleiner G^e- 
Bchwindigkeit geschehen kann, sollen sich die v Punkte un- 
endlich langsam, aber vollkommen gleichförmig bewegen, 
80 daß sie während der endlichen Zeit ^ ~ ^^^^ 
kleine Wege zurücklegen, weshalb wir die ihren Einfluß 
ausdrückenden Größen die langsam veränderlichen Para- 
meter genannt haben. 

Bezeichnen wir dann mit Q die Arbeit, welche von 
den Punkten gegen die von der Eraftfunktion Ü her- 

12* 
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stammenden Kräfte geleistet werden müßte> wenn die ganze 
Verschiebung der r Punkte im Zeitmomente t tot sich ginge, 
so ist die bei der jetzt betrachteten allmählichen Ver- 
schiebung der «'Punkte während der Zeit dt geleisteten 
Arbeit gleich 

Sldi 

wobei für die yerschiedenen Phasen der Bewegung 
Terschieden, daher eine Funktion yon i ist Die ganze von 
den V Punkten gegen die der Kraftfunktion Ü entstammen- 
den Kräfte während der Zeit — geleistete Arbeit ist 
also iin Falle der allmählichen Verschiebung der v Punkte 

245) 8y^^ t^^f^*^^^' 

Wenn dabei auch passende Zusatzkräfte wirken, welche 
mit der Verschiebung der Punkte zusammen die unyariierte 
Bewegung in die variierte überführen, so daß sich die 
materiellen Punkte zur Zeit noch in der Weise bewegten, 
welche der unvariierten Bewegung zu dieser Zeit entspricht, 
wogegen sie sich zur Zeit ^ + genau in der Weise be- 
wegen, welche ihnen in der variierten Bewegung zur Zeit 
4- fit^ (der der Endzeit der unvariierten Bewegiiug 
korrespondierenden Zeit) zukommt, so müssen die Zusatz- 
kräfte den n materiellen Punkten die Energie 

246) SQ^dT-i- $u,t.V - Qdt -l-^J{dT+ ÖV)dt 

zuführen. Wann während der Zeit — und in weicher 
Weise die Zusatzkräfte wirken, ist hierbei gleichgültig, so- 
bald nur der Effekt der ist, daß schließlich ^«nau die 
variitTto Bewegung erzeugt wurde. Denn wenn der ganze 
Energiezuwachs der n Punkte und die Ge5;amtversichiehung 
der j' Punkte, al;;0 dadureli auch die nacli außen ahgegcbeno 
Energie dieselben sind, so ist dadurch die von den Zusatz- 
kräften zugelührte Energie bestimmt.^) 

^) Falls das System ein echt zyklisches ist, d. h. &lls in der 
unvariierten Bewegung an die Stelle jeder Masse, die ihren Plats 
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Nun ist aber ST-^äV dieselbe Größe, die in Formel 
223 § 36 mit öE bezeichnet wurde und man erhält daher 
aus Gleichung 246 

«« « 

247) (f,^t^SQ^2SfTdt-^ ^(^^ - ql ^>i)» 

§ 48. Betrachtung periodischer Bewehrungen. 

Falls sowohl die unvariierte als auch die variierte 
Bewegung periodisch sind, kann man sich die drei im 
vorigen Paragraphen behandelten Bewegungsarten, die un- 

variierte, die Tariierte und den allmählichen Übergang 
von der einen zur andern leicht zeitlich nacheinander 
realisiert denken. Ist i die Periode der imvariierten, 
i -f () i die der variierten Bewegung, so kann man setzen 
i^=tf^^i, Si^ =z () i. Man kann sich dann zunächst 
mehrere Male während der Zeit i die un?ariierte Be- 
wegung vor sich gehend, dann während der Zeit i (auch 
2i, 3/) die v Punkte langsam verschoben und auch die Zusatz- 
kräfte wirkend und endlich mehrere Male während der Zeit 
i d i die variierie l-iewegung ablaufend denki ii. Man 
denkt sich dann alle diese Vorgänge nacheinander im Ver- 
laufe der Zeit sich abspielend und kann, wenn mau will, 
die Unterscheidung zwischen zeitlichen Änderungen und 
Variationen ganz fallen lassen. 



verläßt) sogleicli eine andere gleich beschaffene, mit einer gleichen 
gleichgerichtctfin Ocscliwindigkeit begabte Masse tritt, i»o »laß die 
r Punkte auf die letztere genau ho wie auf die enstere wirken und 
falls dasselbe aueli für die variierte Bewegung stattfindet, so hat (5^, i2 
für alle i den gleichen Wert und die obige Formel gilt auch, wenn 
die yPankte sich nicht gleichfSrmig ans der unvariierten in die 
variierte Lage bewegen, die änfiere Arbeit ist dann ganz dayon un- 
abhängig, wann die Verschiebung der Punkte erfolgt* Doch wird 
noch immer vorausgesetzt, daß die Gesamtbewegung der v Punkte 
wälirend der Zeit ti — sehr klein ist. Selbst wenn sie ruckweise 
erfolgt, so darf immer nach endlicher Zeit wieder ein nur unendlich 
kleiner Bnek geschehen. Unter dieser Bedingung kann man dann 
die GrSßen, welche den Einflnfi der v Pankte ausdrücken, noch immer 
&Ifl die langsam verftnderlichen Parameter betrachten. 
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In diesem Falle, daß sowohl die uBvariierte Bewegung 
als auch die variierte periodisch sind, werden auch, wie 
wir gesehen haben, die Variationen an beiden Grenzen gleich 
und es ist: 

tiuiier 

248) » 2-^^ f)\ 

T i T 

wobei l den natürlichen Logarithmus bezeichnet. Nun 
herrscht eine nahezu vollst&ndige Analogie mit dem zweiten 
Hauptsätze. 

Man gehe zu immer anderen und anderen variierten 
Bahnen über, wobei auch die Punkte immer andere und 
andere Lagen annehmen« sich aber unendlich langsam gegen- 
über den »Punkten bewegen oder bei zyklischer Bewegung 
der nPnikkte vielleicht auch immer nach einer endlichen 
Zeit einen unendlich kleinen Ruck machen sollen. In dieser 
Weise variiere man die Bewegung fortwährend^ bis man 
endliche Änderungen aller Größen erhält, und durchlaufe 
schließlich einen vollständigen Kreisprozeß, d. h. man kehre 
endlich wieder zur selben Bewegung der w Punkte, verbunden 
mit L'it icIlct Lage der i l'uiikte, zurück, ohne daß man 
jedoch genau dieselben Bewegungen der « und Lagen 
der v Punkte einfach in umgekehrter Reihenfolge wieder- 
kehren ließ. 

Dann wird die Summe aller hierbei durch die Zusatz- 
kräfte den n Punkten zugefülirten Energie, welche wir ein- 
fach mit / ^ Q bezeichnen wolh>n, für alle diese Variationen 
der Zustände im allgemeinen nicht verschwinden, obwohl 
man zum Schluß wieder zum Anfangszustaude zurückgekehrt 
ist Dagegen wird 

immer gleich Null sein. Denn SQ/T ist nach 248] der 
Zuwachs von / (t Tf, J'^ ist also die DifiPerenz der Werte 
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Yon l {i T)^ im Anfangs- und Eudzuätande. Da im betrachteten 
Falle aber der Anfangs- und Endzustand identisch sind, so 
muß diese Differenz Null sein. 

Wenn man z. B., was wir den Prozeß A nexmen wollen, 
zuerst die v Funkte yerschiebt, dann die Bewegung der 
n Punkte beschleunigt, dann die v Punkte wieder in ihre 
alte Lage bringt und schließlich den n Ftmkten wieder so 
yiel Elnergie entzieht und auch ihre Geschwindigkeits- 
richtungen gerade so ändert^ daß ihre Bewegung genau 
wieder die alte wird, so wird /^Q/J immer verschwinden. 
Dagegen wird fSQ im allgemeinen nicht Null sein. 
Letzterer Ausdruck wird natürlich von gleichem Absolut- 
werte, aber entgegengesetzt bezeichnet sein, wenn man irgend 
eine Reihe von Bewegungszuständen der n und La^ der 
V Punkte gerade in der entgegengesetzten Weise durchläuft. 
(Prozeß B.) 

L)cui Prozesse Ä entspricht der folgende Vorgang: man 
läßt ein Gas sich zuerst ausdehnen, dann erwärmt man es, 
drückt es dann bei der höheren Temperatur auf das alte 
Volumen zusammen und kühlt es schließlich wieder ab, bis 
es den alten Zustand angeuommen hat, alles in umkehrbarer 
\Vi use. Die direkte Umkehr eines solchen Vorganges ent- 
spricht dann dem Prozesse B. 

Die von ucs betrachteten Systeme unterscheiden sich 

insofern von warmen Kdrpem, als ihr Zustand durch ihre 
Energie und die Lage der v Punkte (die äußere Umgebung) 
noch keineswegs bestimmt ist. So kann sich z. B. der 
materielle Punkt m des Beispiels 2 des § 44 bei gleicher 
Energie und gleicher äußerer Umgebung im Kreise oder 
in einer ellipsenartigen Bahn etc. bewegen. 

Da r^ f^* {die Entropie) « 2/(? 7) ist und jede Funktion 

derselben mit dem integrierenden Faktor multipliziert wieder 
integrierender Faktor sein muß, so ist auch i integrierender 
Faktor yon dQ, Da i die Zeit ist, innerhalb welcher ein 
Teilchen einen ganzen Umlauf macht, so ist 1 /» die (ganz 
oder eclit oder unecht {gebrochene) Zahl der zyklischen 
Umläufe in der Zeiteinheit 
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Unter einer periodischen Bewegung verstanden wir in 
diesem Paragraphen selbstverständlich eine solche . bei 
welcher nach Ablauf der Periode dieselben Werte der 
rechtwinkligen Koordinaten aller materiellen Punkte wieder* 
kehren. Wahrend, wie wir sahen, periodische Bewegungen 
die ToUkommenste Analogie mit dem zweiten Hauptsatze 
zeigen, so gibt uns die am Schlüsse des § 41 und in § 44 
als Beispiel 2 behandelte Zentmlbewegung in einer unge- 
schlossenen Bahn ein Beispiel eiuer nicht periodischen Be- 
wegung Yon folgenden Eigenschaften: sie ist sonst den in 
diesem Paragraphen behandelten sehr ähnlich und kann 
sogar durch Betrachtung unendlich vieler in der gleichen 
Ebene bewegter Massenpunkte in eine echt zyklische (aller- 
dings nicht monozyklische) verwandelt werden; doch ver- 
schwindet fär dieselbe schon bei £zer Lage der v Punkte 
(der Magnete, von denen die Werte von X und a abhängen), 
daher um so mehr bei variierender Lage der v Punkte, 
fSQjf über einen vollständigen Kreisprozeß erstreckt 
nicht» jft hat überhaupt keine integrierende Faktoren. 

Nur durch die AiiUciliine des gleichzeitigen Vorhanden- 
seins sehr vieler Systeme mit allen möglichen Flächen- 
ges{;h windigkeiten, unter denen die Zustände nach den 
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung verteilt sind, kann 
in diesem Falle die Analogie mit dem zweiten Hauptsatze 
der Wärmelehre wiederhergestellt werden. 

Durch die gleiche Annahme wird auch der oben er- 
wähnte Mangel an Analogie zwischen warmen Körpern und 
dem von uns jetzt betrachteten Systeme von n materiellen 
Punkten beseitigt^ daß der Zustand der ersteren zur vollen 
Bestimmtheit außer der Angabe der äußeren Umstände nur 
der des Wertes einer Variabeln (der Temperatur) bedarf, 
während auf die Bewegung der betrachteten Systeme nebst 
der Lage der v Punkte und dem Energieinhalte noch andere 
die Anfangsbewegung dern Punkte bestimmende Integrations- 
konstanten ihrer Bewegungsgleichungen von EHnfluß sein 
können. Hierauf soll jedoch hier nicht näher eingegangen 
werden. 



Gl. 248.] 



IV. § 49. Theorie der Zykeln. 



185 



§ 49. Theorie der Zykeln. 

Wir gehen nun speziell ztir Entwicklung einiger Lehr- 
sätze aus der Theorie der Zykeln tther. Wir Teretehen, 
wie schon erwähnt, unter zyklischen Koordinaten schlecht- 
weg solche, welche undifferenziert weder im Ausdrucke für 
lehendige Kraft noch auch in dem für die wirkenden Kräfte 
oder etwa Yorhandenen BediBgangsgleicbungen Torkommen. 
Wie ehenfiftlls hereits erwähnt, sind, falls keine Kräfte 
im gewöhnlichen Smne der Mechanik und keine die Be. 
Wegungsfreiheit heschr&nkenden Bedingungen existieren, auch 
die rechtwinkligen Koordinaten zyklische. Allein sie defi- 
nieren keine finite, d. h. keine Bewegung, hei welcher für 
heliehige Zeiten die rechtwinkligen Koordinaten und ihre 
Differentialquotienten nach der Zeit zwischen endlichen 
Ghrenzen eingeschlossen sind. Dagegen ist die Variahle, 
welche die Winkelstellung des im § 44 als Beispiel 3 
heschriehenen Zentrifugalmodells definiert, eine zyklische 
Koordinate im erweiterten Hertzschen Sinne, welche, 
obwohl sie seihst mit wachsender Zeit ins Unendliche 
wachsen kann, doch unter allen Umständen eine finite Be- 
wegung bestimmt 

Eine echt zyklische Koordinate dagegen ist eine solche, 
weiche eine echt zyklische Bewegung bestimmt, d. h. weim 
sie unter Koustaiithuitmig aller anderen Koordinaten ver- 
änderlich ist, so muß an die Stelle jeder iSFasse, welche 
ihren Ort im Raurae verläßt, sogleich wieder eiue andere 
vollkommen gleich beschaffene mit der gleichen Geschwindig- 
keit in gleicher Richtung bewegte Masst^ treten, worin das 
Merkmal der echt zyklischen Bewegung besteht. 

Es sei ein System gegeben, welches folgende Bedin f?iingeu 
erfüllt: 1. unter den Variabelu, welche die Position seiner 
materiellen Punkte bestimmen, seien zyklische. 2. G-egen- 
über den Anderungsgeschwindigkeiten der zyklischen Variabein 
(den zyklischen Geschwindigkeiten) seien die Differential- 
quotienten nach der Zeit ; Anderungsgeschwindigkeiten) der 
übrigen Variabein, welche zur Bestimmung dieser Position 
außerdem noch erforderlich sind, sehr klein; diese letzteren 
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Variabeln heißen deshalb die langsam Veränderlicbeii oder 
die Parameter; endlich 3. seien die zykliBchen Beschlen» 
niguogen ebenfalls sehr klein gegenttber den zyklischen 
Geschwindigkeiten, d. h, die Änderungen der zyklischen 
Geschwindigkeiten, welche innerhalb Ton Zeitrilumen ein- 
treten, wiLhrend denen sich die Absolutwerte der zyklischen 
Koordinaten schon sehr bedeutend Teiftndert haben, seien 
noch immer sehr klein. Dann nennen wir das System ein 
zyklisches System oder noch kürzer ein Zykel. 

Ist seine Bewegung zudem eine finite, so nennen wir 
es ein finites Zykel. Sind die zyklischen Variabeln lauter 
echt zyklische, so nennen wir es ein echtes Zykel. Ist nur 
eine unabhängige zyklische Variable Torhanden, so heißt 
das System ein Monozykel; sind deren zwei, so heißt es 
ein Bizykel; sonst im allgemeinen ein Poljzykel; wenn n 
unabhängige zyklische Variabeln vorhanden sind, ein n-Zykei. 

An dem äußerlich wahrnehmbaren Zustande eines eckten 
Zykels ist also, solange die Parameter konstant bleiben, 
trotz der lebhaften Bewegung innerhalb desselben keine 
Veränderung bemerkbar. Es zeigt sich dies an warmen 
Körpern, an Drähten, die von konstanten elektrisclien 
Strömen durchflössen sind, aber auch an einem absohit 
symmetrischen, um seine Achse rotierenden Kreissel oder einer 
vollkommen homogenen, in einer in sich zurücklaufenden 
Kühre strömenden Flüssigkeit. Wenn dagegen die zyklischen 
Geschwindigkeiten und die Parameter sich langsam andern, 
so entspricht dies einem Oase, welches langsam erwärmt 
oder umkehrbar ausgedehnt oder komprimiert wird. Ein 
andHrt s Beispiel ist die langsame Intensitätsänderung oder 
meciumiscbe Ortsveränderuug eines von einem elektrischen 
Strome dnrchflosRnnPTi Drahtes, oder die langsame Be- 
wegung oder Detorniation eines rotierenden Körpers oder 
eines von pon(leral>ler Flüssigkeit durchströmten iCanales. 

Man kann die in den §§ 45—47 entwickelten all- 
gemeinen Formeln auf Zykeln anwenden, dabei aber manche 
Vereinfachungen anbringen. Das Zykel soll wieder aus 
n materiellen Punkten bestehen, deren Lage also teils durch 
zyklische, teils durch langsam vei^nderliche Koordinaten 
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bestimmt ist. Erstere wollen wir mit j>^, letztere mit be- 
zeicbnen. Zwischen ihnen sollen iceine Bedingungsgleichungen 
mehr bestehen. Diese n m&terielleti Punkte entsprechen 
denjenigen^ welche wir auch in den §§ 45—47 die n mate- 
riellen Punkte nannten. 

Da die nicht undifferenziert in dem Ausdrticke für 
TTorkommen, so sind die nach den zyklischen Koordinaten 
wirkenden Kräfte (die zyklischen Kräfte) 

wobei 
260) 

Die Kräfte 1\ entsprechen den Zusatzkräften der §§ 45—47; 
die durch sie dem Zvkel zuticiuhrtt.; Kiiride soll die z\kli<ch 
zugefülirte heißen; sie entspricht der zugeführten Wärme. 

Da ferner die Glieder, welche zweite Ableitungen derp^ 
oder nach der Zeit enthalten oder welclie bezüglich der 
p'^ von der 1. oder gar 2. Ordnung sind, als yerschwindend 
ang( srlien werden gegenüber denjenigen, welche bloß p^ und 
p\ enthalten, so sind die nach den Parametern wirken- 
den Kräfte 

261) ^. = -||- 

Da T eine homogene quadratische Funktion der p\ ist, so 
können alle p\ und p,^ konstant, daher p[' = p'^=0 sein, 
wenn alle verschwinden. Dagegen müssen, wenn dies 
stattfinden soll, die im allgemeioeu von Null verschiedene 
Werte haben. Wir unterscheiden nun verschiedene Klassen 
von nach den Parametern n wirkenden Kräften. Dieselben 
können teils von der Wechselwirkung der n Punkte her- 
stammen, teils auch von der Wirkung anderer materieller 
Pankte, welche den n Punkten der §§ 45—47 entsprechen 
und wie diese ein ftlr allemal fix im Räume sein und die 
fixen materiellen Punkte heißen sollen. Sie können flhrigens 
hier wie dort auch den m materiellen Punkten zugerechnet 
werden. Diese, teils von der "Wechselwirkung der n Punkte, 
teils von der Einwirkung etwa vorhandener fixer materieller 
Punkte auf sie herrührenden Kräfte, welche wir alle als 
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innere Kräfte bezeichnen, sollen jedenfalls eine sklerouome 
KraftfimkUon haben, welche wir wieder mit F bezeichnen. 
Der gesamte aus dieser Ursache herstammende Anteil von 

ist also -1^^. 

Dazu müssen, damit die konstant bleiben, im all- 
gemeinen noch weitere Kräfte hinzukommen, welche wir 
mit bezeichnen und die äußern nach den Parametern 

wirkenden Kräfte nennen. Die materiellen Punkte, von 
denen sie ausgehen, entsprechen den v materiellen Punkten 
der §§ 45 — 47 und sollen auch wieder die v materiellen 
Punkte heißen. Sie werden für das betrachtete System als 
äußere angesehen. 

Wenn exakt pi^=p'^==0 ist, also die zyklische Be- 
wegung vollkommen stationär ist. so bleibt auch die Lage 
der I' Punkte vollständig unverändert und muß eine solche 
sein, daß exakt 

2Ö2) K^^a- - - ^ 

ist Dies entspricht dem, was wir in §§ 45 — 47 die un* 
variiertü Bewegung genannt haben. Setzen wir hier in der 
Theorie der Zykeln wieder 

263) T'-F^Hy T+F-Ef 

wobei die Buchstaben H und E dieselbe Bedeutung wie in 
§§ 45 — 47, aber eine etwas andere als in den übrigen Ab- 
schnitten dieses Buches haben, so können wir die Glei- 
chungen 249) und 252) auch so schreiben: 

254) «P, — IJ. P.>^||. 

Wenn die lang^^am veränderlichen Parameter und die 
Werte der sich selir langsam verändern sollen, so müssen 
die ein wenig von den durch die obigen Gleichungen ge- 
gebenen Werten und die ein wenig von Null verschieden 
sein. Diese letzteren Kräfte entsprechen dann denjenigen, 
welche wir in §§ 45 bis 47 die Zusatzkräfte genannt haben 
und sollen auch hier wieder diesen Namen beibehalten. Die 
Ton ihnen zugeführte Energie, die zyklisch zugeführte Energie, 
entspricht in der Wärmetheorie der zugefuhrten Wärme. 
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Die langsame Veränderung, welche die zyklische Be- 
wegung durch die Zusatzkräfte sowie vermöge des Umstandes 
erfährt, daß die TOn den v Punkten ausgehenden Kräfte nicht 
genau die durch die Gleichung 252) hestimmten Werte 
haben, entspricht dem, was wir in denf§ 45 — 47 die Variation 
der Bewegung genannt haben; jedoch ist es gegenwärtig 
nicht notwendig, die durch die langsame Bewegung der 
V Punkte und die Wirksamkeit der Zusatzkräfte eintretende 
allmähliche Änderung der stationären zyklischen Bewegung 
als ein Problem der Variationsrechnung au&ufassen und die 
dabei eintretenden Zuwächse durch Verwendung des 
Zeichens S besonders hervorzuheben. Man kann vielmehr 
diese allmähliche Zustandsänderung als eine gewöhnliche 
unter dem Sinfluß der Zusatzkräfte und der Lagenänderung 
der V Punkte im Verlaufe der Zeit stattfindende Bewegung 
auffassen. Es liegt dies besonders nahe bei den echten 
Zykeln, bei denen die unvariierte Beweisung gar keine sicht- 
bare Zustandsäudcruug darstellt, so daß erst bei deren lang- 
samer Variation wahruelmibare zeitliche Veräüderungen aut- 
treteu. 

Die Werte von 7", F etc. für einen beliebigen Zeit- 
nKTment der unvariierten Bewegung fallen für Zykeln mit 
den Mittelwerten T, V etc. derselben Gröben für die un- 
variierte Bewegung zusammen, Ks ist srleicb^ültig . in 
welchem Zeitmomente der unvariierten Bewegung die 
Variation beginnt, welclie ganz den Charakter einer unter 
dem Kinflusse gegebener Kriifte stattfindenden mechanischen 
Jiewegung hat und auch beliebig lange andauern, allmählich 
zu einer endlichen Variation wachsen und zu einer beliebigen 
Zeit enden kann. Wenn in irgend einer Phase derselben 
plötzlich p^' sipJssO wird, erhält man sofort die dieser 
Phase entsprechend zu denkende unvariierte Bewegung. 

Es tritt hier deutlich zutage, wie die am P^in gange 
dieses Buches betrachtete Variation ganz allmählich sich 
dem Charakter einer gewöhnlichen, im Verlaufe der Zeit 
stattfindenden Bewegung beliebig nähern kann, bei welcher 
nur einzelne Koordinaten viel rascher, andere viel langsamer 
veränderlich sind. 
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Wir wollen für diese allmählich mit der Zeit eintreten- 
den Änderungen der zyklischen Bewegungen noch immer 
den Namen Variationen beibehalten und auch die Bewegungs- 
gleichungen für die Änderungen der p^, welche dadurch 
eintreten, daß die nicht genau die durch die Gleichungen 
252) und 254) gegebenen Werte haben, erst in § 53 auf* 
schreiben. 

§ 50. Der integrierende Faktor des Differentials der 
zykUsoii zugeführten Energie. 

Die Arbeit, weVhf> während der Variation der zylc- 
lischen Bewegnngen in der Zeit dt yon der Kraft geleistet 
wird, ist nach Gleichung 249): 

255) dQ^^Pj,dp^^P^p,'dt=^ p; d . 

Die Summe d Q aller d ist die gesamte von allen 
Kräften (den zyklischen oder Zusatzkräften) geleistete 
Arbeit, welche wir die dem Systeme zyklisch zugeführte 
Energie genannt haben und welche der zugeführtan Wärme 
analog ist. 

Falls flas System ein Monozjkel ist und man die 
einzige zyklische Variable ohne Index schreibt, so erhält man 

dQ '^p dq 

und wegen T^p'q, 
256) 

d 0 

Es ist also — ein yoUständiges Difi'erential und Iq 
die Entropie. 

Diese Formel findet Anwendung auf alle echten Mono- 
zykeln, innerhalb deren beliebige Massen eine zyklische Be- 
wegung machen, so daß sie alle innerhalb derselben Zeit i 
gleichzeitig zu ihrer Ausgangslage zurückkehren nnd dann 
von neuem dieselbe Bewegung machen. Solche Monoz} kein 
werden von Helmholtz als einfache echte Monozykeln be- 
zeichnet und man sieht leiclit, daß sie einen Spezialfall der 
in § 48 behandelten periodischen Systeme bilden. 

Wenn ein Zykel verschiedene Massensysteme besitzt» 
deren jedes eine in dieser Weise in sich zurücklaufende 
Bewegung macht, und wenn die Perioden i, tj, t,, .. . für die 
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Terscfaiedenen Systeme Terschieden siod, so heißt das System 
ein ungefesseltes, oder nur teilweise gefesseltes Polyzykel, 
sobald die Dauer dieser Perioden aufler von den Werten 
der langsam Teränderlichen Parameter auch nocb von d^en 
mehrerer unabhängiger zyklischer Geschwindigkeiten abhängt, 
dagegen ein vollständig gefesseltes Polyzykel, oder ein zu- 
sammengesetztes Monozykel, wenn sie aufler Yon den Para- 
metern nur noch Ton dem Werte einer einzigen zyklischen 
Geschwindigkeit abhängt Wenn im letzten Falle die Zahl 

der Verhältnisse *l , ~ , • • ■ eine endliche ist und die Werte 

i % 

dieser Terhältnisse von denen der Parameter (der lang- 
sam Teräiiderlichen Koordinaten; vollkommen unabliäagig 
sind, so kann man sich diese Verhältnisse ohne wesent- 
liche Änderung der mechanischen Bedingungen als ratio- 
nale, wenn auch mit sehr großem gemeinsamen Nenner 
denken und daher einen längeren Zeitraum J ünden, inner- 
halb dessen die Bewegung aller Massensysteme gleichzeitig 
eine periodisch wiederkehrende ist, so dafl das gesamte 
mechanische System ein einfaches echtes Monozykel von 
der Periode J darstellt und alles von einem solchen Be- 
wiesene darauf anwendbar ist 

Dies wird aber zweifelhaft, wenn die Anzahl der Ver- 

hältnisse -7 * -7 * * ** ^ii^^ unendlich grofle ist und gilt jeden- 
falls nicht mehr, wenn die Werte dieser Verhälinisse kon- 
tinuierliche Funktionen der Parameter sind, weil dann die 
zyklischen Koordinaten im Vereine mit den Parametern im 
allgemeinen nicht mehr ein System hulonomer Koordinaten 
bilden.^) Alle entwickelten Formeln gelten aher nur für 
hoioQome Koordinaten; denn wie wir schon in ^ 4 auf S. 16 

Borchards «Tournal Bd. 98, 1. Heft 8. 87, 1885; Wien. Sits.- 
Ber. Bd. III, & 1603 1902. Wenn z. B. die parallelen Drehungs- 
achsen zweier Körper sieh nach enlif^e^ngesetster Seite konisch yer- 
jnngen und ein Transrntssionariemen oder eine Friktionsscheibe so 

dazwischen kontinnierlick vor^olnehbar ist, daß sie bald einen dickeren 
Teil der ersten Ar)i«f' Tnit ' lui'm dünneren der zweiten, bald wieder 
umgekehrt verbindet und man den Weg s eiuea nicht in der Drehungs- 
achse liegenden Punktes des ersten Körpers als syklische, die Ver- 
achlebnnff a des Riemens oder der Friktionsscheibe als langsam ver- 
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in der Anmerknug erwähnten, werden im ganzen Buche, mit 
Ausnahme der §§ 27 und 28, unter generalisierten Koordi- 
naten immer nur holonome generalisierte Koordinaten ver- 
standen. Wir wollen hierauf nicht n&her eingehen und nur 
noch den Beweis für einen sehr allgemeinen, von Helmholtz 
gefundenen Satz führen. 

Sei ein heliehiges, zusammengesetztes monozjklisches 
(also vollständig gefesseltes poHzyklisches) System gegeben, 
dessen langsam verändertiche Koordinaten mit p^, dessen 
rasch Teränderliche Koordinate mit p bezeichnet werden sollen. 
Es wirdyorausgesetzt» daß bei passender Änderung der die 
Bewegung in genau ähnlicher Weise vor sich gehen kann, 
wobei nur sämtliche G^chwindigkeiten mit einer konstanten, 
fOr alle Geschwindigkeiten gleichen, aber ganz willkührlichen 
Zahl n multipliziert, also gewissermaßen die Zeitdauer aller 
Vorgänge auf den n-ten Teil reduziert erscheint; wenn dann 
nur ein einziger langsam veränderlicher Parameter p^ vor- 
handen ist, so ist die gesamte im Systeme enthaltene leben- 
dige Kraft immer integrierender Nenner des DiflFerentials 
der von außen zugeführteu Ener^^ne: sind dagegen mehrere 
vorhanden, so gilt dies ebenfalls jedesmal dann, wenn 
jenes Differential überhaupt integrierende Faktoren besitzt. 

Sei zunächst nur ein langsam veränderlicher Parameter 
vorhanden, so werden zwei Gattimgen von Zustandsände- 
rnngen mriglich sein. Erstens bei ungeänderten Hahnformen 
ändti L sich bloß die Gesc}i\vindiL':keit aller beweglichen Teile 
])roportional. Zv^t [Ihüs ändern sich die Babuloi u:en. Die 
Gestalt der Bahnen hängt daher nur Ton einer einzigen 
unabhängig veränderlichen Größe ab^ während die andere 

ftnderlicha Koordinate wählt, so gelangt ein nicht in der Rotations- 
achse liegender Punkt des zweiten Körpers im allgemeinen nicht an 
dieselbe Stelle, wenn zuerst s um eine endliche Große a und dann a 
um eine ehenftUls endliche Größe a wächst, oder wenn zuerst a um 

« nnd dann erst ff \im <t wächst. Wenn also anch dnreh a tmd d^ildt 
säoitiiche Geschwindigkeiton, also falls wir ein echtes Zykel vor uns 
haben, der ganze erkennbare Zustand desselben gegeben ist, so sind 
doch nicht durch die Angabe der Werte von a und 8 die Positionen 
sämtlicher Punkte des Systems bestimmt, a und 9 sind also nicht 
holonome verallgemeinerte Koordinaten. 
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unabhängig veränderliche Größe bloß die Geschwindigkeit 
bestimmt, mit welcher die Bahnen durchlaufen werden. 
Falls man daher die Grenzen immer so variiert, daß das 
letzte GUed der Gleichung 223) verschwindet, muß man bei 
der Rückkehr zur alten Bahn auch zu den ursprUngHchen 
Grenzen zurückgelangen, die beiden Glieder in Gleichung 288) 
rechts werden identisch und d QjT wird ein vollständiges 
Difl'crential. 

Falls mehr als t-iü langsam veränderlicher Parameter 
existiert, ist T im allgemeinen nicht mehr integrierender 
Neuner von d Q, da man hei Wiederkehr zu genau demselben 
Zustande des Systems im allgemeinen nicht mehr zu den- 
selben Integrationsgrenzen zurückkommen wird, sobald die 
Grenzen immer so geändert werden, daß das letzte Glied in 
Gleichung 223) verschwindet; docli läüt yich auch in diesem 
Falle beweisen, daß T integrierender Neuner sein muß, falls 
überhaupt integrierende Faktoren von d Q existieren. Sei 
allgemein dQ — 31 dN und man wähle T und die als die 
independenten Variabein. 

Nach dem eben Bewiesenen muß, sobald alle bis auf 
eines konstant sind, T integrierender Nenner von d Q sein; 
ist also g irgend einer der Indizes a und dc^ das zum 
Faktor T hinzutretende Differential, so folgt znnllchst: 

257) Mi^^äT+l^^ = T{^äT+ ^'ä,l 

Diese Gleichung muß für alle Wertekombinationen der 
dabei als konstant vorausgesetzten Variabein p^tP^y •••/'j^_]> 
Pg+i'" galten. Wenn also M und A' gegeben sind, so ist 
daraus (t bis auf einen nur die letzterwäimten Variabein 
enthaltenden Ausdruck bestimmt Dasselbe gilt auch fUr 
jeden beliebigen anderen der Indizes a, z. B. ^; man hat 
also ebenso 

268) if(^J.r+|f .,,)- 7(1^.7-+ 1^.^,). 

wobei natürlich die Identität von und (7^ noch nicht er- 
wiesen ist. Aus dieser und der Gleichung (257) folgt un- 
mittelbar: 

259) ö(r, _0,r» 



dT BT 

18 
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Es können sich also <r^ und nur um Größen unter- 
scheiden, welche kein sondern nur die enthalten. 
Wir wollen setzen: » <r + ü^, (r^ ». «r + iZj^, wobei die 
n nicht mehr Funktionen yon T sind; dann fol(^ aus der 
Gleichung 257) 

260) ^'^-ryL 

und 

261] mI^^tI^'' + ^^] 

für jeden Wert von g; hieraus ergibt sich weiter 

262) dQ^MdN^Tld^F-h^Elf^ ^P,) ' 

die Sunune ist Uber alle möglichen Werte des Index g zu 
erstrecken. Da laut Übereinkunft d Q einen integrierenden 
Faktor hat» so muß es jeden&lls auch einen besitzen, wenn 
man alle bis auf zwei derselben, etwa p^ und konstant 
setzt Dividiert man dann noch das Differential d Q durch 
T, 80 ergibt sich: 

Nach dem (Tesagten muß auch dieser Differentialaus- 
druck einen integrierenden Faktor haben. Schreibt man die 
bekannte Bedingung dafür hin, so sieht man, daß aus der- 
selben folgt: entweder 

dT " 

oder 

284) - 



für alle Wertepaare von g und //. Die or«tü (rieichung 
kann nie erfüllt sein, da sonst bei Konstantliaitung der j»^ 
zur Krhöhuiig der lebendigen Kraft gar keine Knergiezufuhr 
notwendig wäre. Es müssen daher die Gleichungen 264) 

gelten, aus welchen folgt, daß ^^^^''^i^^ das komplette Dif- 
ferential einer Funktion II der ist, weshalb dann 
dQ= Td{<F + II) wird. 



Gl. 264.] IV. § 51. Adiab. und isoijkl. Bewegung. 195 



% 51. AdiabatUche und isozykliiohe Bewegung. 

Wenn für ein beliebiges Zykel alle » 0 sind, dagegen 
die Ton den durch die Gleichungen 252) und 254) 
gegebenen Werten yerschieden sind, so daß die Para- 
meter sich langsam verändern > so nennt man die 
Bewegung eine adiabatische. Dann folgt aus den Glei- 
chungen 249), daß die Momente bezüglich der zykUschen 
Koordinaten alle konstant sein müssen. Die zyklischen Ge- 
schwindigkeiten p\ aber werden sich dann infolge der lang- 
samen Andening der r'arameter allmählicli ebenfalls lang- 
sam üiidern. Wenn dagegen die Pj^ während der hmgsamen 
Änderung dci i'arameter stets solche Werte haben, daß die 
p\ exakt unverändert bleiben, so nennt man die Bewegung 
eine isozyklische. 

Ein Beispiel für die adiabatische Bewegung bildet ein 
um seine Achse rotierender Rotationskörper, oder das im 
§ 44 als Beispiel 3 beschriebene Zentrifugalmodell, wenn 
niemals ein um die Rotationsachse dreliendes Moment wirkt. 
Dagegen macht das Zentrifugalniodeli eine isozyklische Be- 
wegung, wenn durch passende, an der Kurbel wirkende 
Kräfte ^^s^ seine Umdrehungsgeschwindigkeit stets konstant 
erhalten wird, obwohl sich die verscliiebbare Masse m der 
Drehungsachse bald langsam nähert, bald langsam davon 
entfernt 

Physikalische Analogien für die adiabatische Bewegung 
sind warme Körper, bei deren Zustaudsändemng Wärme 
weder zugeführt noch entzogen wird (daher der Name 
adiabatisch auch für die analogen Bewegungen mechanischer 
Zykeln), elektrische Stromkreise, in denen unveränderliche 
elektromotorische Kräfte tätig sind, bewegte, mit konstanten 
Elektrizitätsmengen statisch geladene Leiter etc. Die ent- 
sprechenden physikalischen Vorgänge werden isozyklischen 
Bewegungen analog, wenn die Temperatur der warmen 
Körper, die Stromintensität der elektrischen Ströme^ das 
Potential der elektrostatisch geladenen Leiter konstant er- 
halten wird. Bei einem rotierenden Körper tritt isozyk- 
lische Bewegung ein, wenn er in Kiemen- oder Zahnrad- 

18* 
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TerbinduDg steht ^koppelt ist] mit einem rotierenden 
Schwnngrade tou nnendlicher Masse oder einem zn Kotation 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gezwungenen Körper; 
physikalische Analogien bietet ein warmer Körper, der mit 
einem unendlichen Wärmereservoir gut leitend verbunden 
ist, ein elektrischer Leiter, dessen Enden auf konstantem 
Pott'iitialunterscbied erhalten werden (mit den Polklemineii 
des Elektrizitätswerkes verbuudim sind), in der Elektrostatik 
ein zur Erde abgeleiteter Körper, was Helmholtz auch als 
Koppelung mit der Erde, dem W armereservoir usw. bezeichnet. 

In Gleichung 254) sind die partiellen Diü'erential- 
quotienten so zu verstehen, daß die konstant zu halten 
sind, also die Zustandsänderungen isozykiisch zu geschehen 
haben. Wir wollen, wie es schon in § 9 geschah, partiehe 
Differentialquotienten, bei deren Bildung die j/^ als konstant 
zu betrnrhten sind, mit dem Index p', solche dagegen, bei 
deren Bildung die 7, als konstant zu betrachten sind, mit 
dem Index q bezeichnen. 

Man kann daher sagen: // ist die Kraftfunktion der 
nach den Parametern wirkenden Kräfte für isozyk- 
lische Zttstandsänderung, ihr entspricht in der Thermo- 
dynamik das isotherme thermodynamische Potential; bei 
jeder isozyklischen Bewegung ist 

die von den auf das Cykel wirkenden Kräften bei Ände- 
rung der dem Zykel zugefnhrte (d. h. die in Form von 
äußerer Arbeitsleistung zugefuhrte) Energie. Da der ganze 
Energiezuwachs dE=idF-\-dT vsiy so folgt dQ^2dTt die 
zyklisch zugefnhrte Energie ist daher gleich dem doppelten 
Zuwachs der kinetischen Energie. 
Nach Gleichung 68) ist 

daher A^'— 

Bpa dp„ dpa dpa 

Man kann also die erste der Gleichungen 254) auch so^ 
schreiben; 

265) ?p^= ' 
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Die äußeren Kräfte IcönneD daher auch als die 
adiabatischen partiellen Dificrentialquotienten von E nach den 
Koordinaten » und — E als die aclialatische Kraftfunktion 
bezeichnet werden. Die gesamte, durch äußere Arbeits- 
leistung dem Systeme zugeführte Energie ist also bei adia- 
batischer Bewegung gleich dE, also gleich dem gesamten 
EDergiezawachs, was selbstverständlich ist, da sie in diesem 
Falle die einzige Energieznfnhr ist 

Durch Anwendung des gefundenen Theorems, daß so- 
wohl bei adiabatischer als auch bei iso zyklischer Zustands- 
änderung die äußeren Kräfte eine Kraftfunktion haben^ auf 
die Wärmetheorie erhalten wir folgenden Satz: Wenn ein 
warmer fester Körper durch beliebige äußere Kräfte adia- 
batisch oder isotherm beliebig deformiert wird, so ist die 
Deformationsarbeit immer ein vollständiges Differential, als 
ob die äußeren Kräfte solchen, die you ruhenden Massenteilchen 
herrühren, das Gleichgewicht hielten, wenn auch die Massen- 
teilchen des Körpers in lebhaftester Wärmebewegung be- 
griffen sind. 

§ 52. Hertz' reziproke Beziehungen. 

1. Es möge sich der Zustand eines Zykels langsam 
adiabatisch einmal so verändern, daß nur der Parameter 
und dp^ wächst, das andere Mal so, daß nur der Parameter 
um dp^, wächst Im ersten Falle möge die nach p^, 
wirkende äußere Kraft um d^^,, im zweiten Falle die 
nach p^ wirkende äußere Kraft um d^^ wachsen, dann 
ist immer 

dps dptf * 

dasselbe gilt auch, wenn alle Bewegungen isozyklisch er- 
folgen, wir können diese beiden Belationen ausführlicher 
80 schreiben: 

der Beweis folgt unmittelbar aus den Gleichungen 254) und 
265), d. h, aus dem Umstände, daß die äußeren Kräfte so- 
wohl für die adiabatischa als auch für die isozyklische Zu- 
standsänderung eine Kraftfunktion haben. 
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2. Wegen 

SR d.,T d F _ 



0 und 



dpa d d qt, 



(letzteres nach 60)), ündet man 




Wenn daher ein bei Konstanz aller übrigen q und tdler 
Parameter erfolgender Zuwachs eines zyklischen Momentes 

um dq^ einen Zuwachs der nach einem Parameter 
wirkenden Kraft um d'>^^ bewirkt, so bewirkt ein adia^ 
batischer und bei Konstanz der fibrigen Parameter erfolgende 
Zuwachs Ton um dp^ einen entgegengesetzt wie 
bezeichneten Zuwachs (eine Abnahme) der zyklischen Ge- 
schwindigkeit p\ um dp\ und zwar ist das Verhältnis der 
als Ursachen angenommenen Zuwächse dq^^ und dp^ zu den 
als Wirkungen betrachteten Änderungen (d^^ und dp*^ 
gleich (wie Hertz sagt, das Verhältnis zwischen Ursachen 
und Wirkung ist in beiden FäUen gleich). Es ist unter 
diesen speziellen Umständenj 



Da für ein Monozykel dp^ und dq^ gleich bezeichnet 
sein muß, so gilt för ein solches auch folgender Satz: Wenn 
eine Vermehrung der zyklischen Geschwindigkeit p* bei 
Konstanz der Parameter die Kraft nach irgend einem Para- 
meter p^ erhöht, so muß ein adiabatischer Zuwachs dieses 
Parameters bei Konstanz der anderen die zyklische Ge- 
schwindigkeit vermindern. 

8. Es möge die Kraft den in Gleichung 267) Tor- 
kommenden Zuwachs dq. in der Zeit dt erzeugen, so ist 

dq^^P^dtf andererseits ist » die Geschwindigkeit, 

mit welcher dann die Kraft unter den Umständen wächst, 
unter denen die Gleichung 267) gilt. Die linke Seite der 
Gleichung 267) ist daher gleich ^'JP^, und wenn man für die 
rechte Seite wieder deutlichkeitshalber zur Schreibweise der 
Gleichung 266) zurückkehrt^ so folgt aus 267] 



267) 



rf?Pa dp\ 



dqt dpa * 



268) 



n dp, ' 
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in Worten: Wenn alle Parameter konstant und alle nach 
den zyklischen Koordinaten wirkenden Kräfte bis auf eine 
(Pj) gleich Null sind, so soll während der Zeit d i die nach 
dem Parameter wirkende Kraft um '^'^di wachsen, 
dann bewirkt eine adiabatische Zunahme ?on unter Kon- 
stanz der übrigen i^arameter eine Abnahme von p'j^ und es 
ist wieder das Verhältnis von Ursache und Wirkung in 
beiden Fällen gleich, wenn wir die Kraft P^, als Ursache, 
die Anderungsgeschwindigkeit der Kraft als ihre 
Wirkung, und andererseits den Koordinaten Zuwachs dp^ als 
Ursache und die Abnahme ^ dp\ der zyklischen Gre- 
schwindigkeit p\ als deren Wirkung betrachten. 
4. Wegen 



hat man 
269] 



d. L wenn bei Konstanz der übrigen zyklischen Geschwindig- 
keiten und der Parameter ein Zuwachs einer zyklischen 
Geschwindigkeit p\ einen Zuwachs der nach einem Para- 
meter p^ wirkenden äußeren Kraft bewirkt, so bewirkt 
auch ein isozyklischer Zuwachs von p^ bei Konstanz der 
übrigen Parameter einen Zuwachs des zu p'^ gehörigen 
zyklischen Momentes und zwar ist> wie Hertz abgekürzt 
sagt^ wieder für unendlich kleine Zuwächse das Verhältnis 
von Ursache und Wirkung in beiden Fällen gleich. Auch 
hat für Monozykeln wieder der Zuwachs der zyklischen 
Geschwindigkeit dasselbe Vorzeichen, wie der des zyklischen 
Momentes. 

5. Genau so, wie aus Gleichung 260) die Gleichung 268) 
gewonnen wurde, so können wir auch aus Gleichung 269) eine 
neue bilden. Bei Bildung des partiellen Dili'erentialquotienten 
der rechten Seite der letzteren Gleichung ist angenommen, 
daß die und P^ solche Werte haben, daß alle p'. und 
alle Parameter mit Ausnaiim^ * mes einzigen konstant 
bleiben. Die dabei nach der zyklischen Koordinate p^ 
wirkende Kraft soll P^, die Zuwächse von p^ und während 
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der Zeit di aber sollen dp^ und dq^ heißen. Dann ist der 

Quotient ^ gleich der in Formel 269) mit be- 

zeichneten Größe, es ist aber anch dp^^p\dt und dq^^Pj^di: 
daher 

9Pa P'm 

und man kann die Gleichung 269) in der Form schreiben 

In Worten ausgedrückt: Wenn bei K'( Distanz der übrigen 
zyklischen Geschwindigkeiten und der Parameter ein An- 
wachsen einer zyklischen Geschwindigkeit ])\ einen Zuwaclis, 
der nach einem Parameter wirkenden Kraft bewirkt, 
so muß behufs isozyklischen Wachsens von /)^^ bei Konstanz 
der übrigen Parameter in der Richtung der zyklischen Ko- 
ordinate pj^ eine positiTe Kraft wirken nnd zwar ist 
wieder das Verhältnis zwischen Ursache und Wirkung in 
beiden Fällen gleich, wenn man den Zuwachs von p\ als 
Ursache, den Zuwachs TOn tß^ als deren Wirkung, anderer- 
seits die Geschwindigkeit mit welcher sich p^ isozyklisch 
ändert, als Ursache der Notwendigkeit der Kraft und 
letztere als deren Wirkung bezeichnet 

Beim Beweise und der mathematischen Formulierung 
dieses Satzes ist in Hertz' Prinzipien der Mechanik Nr. 577) 
S. 245 überall das Zeichen d zu vieL 



§ 53. Helmholtz' Sätze über gemischte Zykeln. 

Helmholtz hat einige Betrachtungen you noch etwas 
größerer Allgemeinheit angestellt Es sei wieder ein System 
Yon n Punkten gegeben, welches mit ein für allemal und für 
immer fixen Punkten in Wechselwirkung stehen kann, welch 
letztere Punkte man auch, wenn man wiU, zu den n Punkten 
zählen kann. Die Kraftfunktion aller zwischen diesen 
Punkten wirksamen Kräfte sei F, die kinetische Energie 
der w Punkte sei T. Wir setzen diesmal wieder, wie in 
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§§ 45 — 52. aber abweichend vou unserer sonstigen Be- 
zeichnungsweise 

T-{- F= 

so daß E die gesamte Energie der n + n' Punkte ist Tin lei- 
den Koordinaten, welche die Position Her n Punkte be- 
stimmen, köiHieii zyklische sein, die wir wieder mit p, be- 
zeichnen wollen, d. h. ihre nicht nach der Zeit ditl'erentierteu 
Werthe soUeu weder in T noch in F vorkommen. Bloß die 
p\ sollen in T yorkommen. Die Gesamtanzahl dieser zyklischen 
Koordinaten sei (t. Die (jresamtkrnft. —dFjöj)^, welche 
die n + w' Punkte nach irgend einer zjklisclien Koordinate 
ausüben, muß also gleich Null sein. Die übrigen Koordi- 
naten brauchen nicht gerade langsam veränderliche zu sein, 
sind also ganz beliebige Koordinaten. Wir nennen sie daher 
gewöhnliche Koordinaten und bezeichnen sie wieder mit pj^* 
Ihre Gesamtzahl sei Zwischen den p sollen keine Be- 
dingungsgleichiingen mehr bestehen. Ein solches System, 
welches zwar zyklische Koordinaten enthält, dessen übrige 
Koordinaten aber nicht oder wenigstens nicht alle als langsam 
veränderlich betrachtet werden, wollen wir ein gemischtes 
Zjkel nennen und im Gegensätze dazn ein solches, welches 
nur zyklische und langsam veränderliche Koordinaten ent- 
hält, ein reines Zykel. 

Am leichtesten wird das Verständnis der nun zu ent- 
wickelnden Gleichungen, wenn man sich die Beschaffenheit 
des Systems der n-^n Punkte und die Kraftfunktion F, 
sowie auch die Bewegung der Punkte, also deren sämtliche 
Koordinaten als Funktionen der Zeit, gegeben denkt und 
sich fragt) welche Kräfte nnd nach den zyklischen Ko- 
ordinaten wirken resp. zu den vermöge der Kraftfnnktion.F 
nach den gewöhnlichen Koordinaten wirkenden Kräften noch 
hinzukommen müssen, um die gegebene zeitliche Verände- 
rung der Koordinaten zu erzeugen. Es müssen dann für 
die zyklischen Koordinaten die Gleichungen 254) also 
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und für die gewnl i Uchen Koordinaten die gewöhnlichen 
Lagrang eschen Gleichungen 

gelten. I? ur jeden Index b und h sex 

dH BT 



273) 



dp' ~ dp' 



Die gesuchten Kräfte und ^ sollen wieder Yon he- 
liehigen äußeren (den i^) materiellen Punkten ausgehen, 
um die wir uns tthrigens weiter gar nicht kümmern 
woUeiL Sie können» wenn die Werte der jp als Funktionen 
der Zeit gegehen sind, aus den Gleichungen 271) und 272) 
ehenfalls als Funktionen der Zeit gefunden werden, d. h. es 
kann die Frage heantwortet werden, welche äußere Kräfte 
P^ und in jedem Momente zu den durch die Krafb- 
fanktion F bedingten noch hinzukommen müssen, um die 
gegebene Bewegung zu erzeugen. 

Natürlich ist die Gültigkeit der Gleichungen 271) und 
272) ganz davon unabhängig, welche Größen man darin als 
gegeben betrachtet und nach welchen man frägt. Diese 
Gleichungen bind auch richtig, wenn die und als 
Funktionen der Zeit, ja selbst, wenn sie als Funktionen 
der Koordinaten, Geschwindigkeiten oder sonst beliebiger 
Größen gegeben wären und wenn die Aufgabe gestellt wäre, 
die Bewegung (d. h. di<^ p" bei gegebenen Anfan,y:swerten 
der p und p) zu bestimmen. Nur würden im leizini V'-aWv 
auch die linken Seiten der Gleichungen 271) und die 
zu suchenden Unbekannten enthalten. Ja ist eigentlich 
ToUkommen willkürlich, welche Kralte man zur Kraftfunktion 
Jp als innere, welche zu den als äußere rechnet, ob man 
die Körper, von denen gewisse Kräfte ausgehen, noch zum 
System rechnet oder als außenliegend ansieht, wenn man 
sich dann nur konsequent bleibt; so rechnet z. B. Helm- 
holtz in der Elektrodynamik den galvanischen Leitungs* 
widerstand bloß deshalb zu den ^, weil er zu irrerersibeln 
Vorgängen Anlaß gibt. Wir wollen aber behufs größerer 
Anschaulichkeit immer fingieren^ daß F und die Bewegung 
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des Systems gesrebcn wäre und nach den zu ihrer Her- 
haltung notwendigen I\ und gefragt werde. 

Gleichungen von der Form der Gleiclmng 272) müssen 
auch an die Stelle der Gleichungen 252) und 254) treten, 
wenn man die in §§ 49 — 51 behandelte Theorie der Zykeln 
ohne jede Vernachlässigung entwickeln will oder Überhaupt, 
wenn man die Frage lösen will, wie sich die langsam ver- 
änderlichen Parameter unter dem EinfluBse gegebener 
mit der Zeit rerfindern. Denn wenn man diese Frage be- 
antworten will, 80 darf man offenbar nicht pj^ und p'^ yer- 
nachlässigen. In der Gleichung 271) und 272) aber findet 
sich keine Vemachlässignng mehr ; denn die Bedingong, daß 
die zyklischen Koordinaten undifferenziert weder in T noch 
in F Torkommen, ist nicht bloß annäherungsweise, sondern 
Tollkommen exakt realisiert 

Die Gleichung 272) hat die zu Anfang des § 34 an- 
gedeutete Form, welche man erhält, wenn man in der 
allgemeinen Lagrangeschen Gleichung 50) die n^d 
setzt und dem V die Form 220) erteilt 

Es sollen zunächst sämtliche » 0 sein, so daß die 
zyklischen Bewegungen adiabatisch Terlaufen. 

Dann sind nach 271) die Größen 

ZU allen Zeiten konstant. Sind die Werte dieser Eonstanten 

gegeben, so können mittels der <j Gleichungen 274) die 
G Größen p'j^ aus T und daher auch aus H eliminiert werden. 
Da aber die Gleichungen 274) Glieder mit den ersten 
Potenzen der p und solche die von den p frei sind, ent- 
halten, so wird nach dieser Elimination T eine Funktion 
zweiten Grades der übrigen p' (der sein, welche nicht 
mehr homogen ist, sondern auch Glieder, di*^ linear bezüg- 
lich der p'f^ smd und ein von diesen ganz jVetes Glied ent- 
hält. Daun enthält also auch die Größe welche durch 
Ehniination der p\ aus // mittels der Gleichungen 274) 
entsteht, Glieder, die bezüglich der p\ linear sind. 

Ein Beispiel hierfür wäre ein System, welches einen 
um eine Hauptträgheit&achse reibungslos und Widerstands- 
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los rotierenden Körper enthält» wie das Pendel, das wir 
in § 22 behandelten. Der Winkel, dessen Differen- 
tialqnotient nach der Zeit die Winkelgeschwindigkeit des 
rotierenden Körpers bestimmt, wäre das betreffende 
nnd es müßte angenommen werden, daß die Kräfte immer 
nur auf die beiden Spitzen der Achsen wirken, so daß 
niemals ein Drehmoment existiert, welches die Drehung be- 
schleunigt oder yerzdgert Der gleichen Bedingung unter- 
worfene rotierende Körper denkt sich Maxwell zur Erklärung 
des Magnetismus innerhalb der Yolomenelemente des 
Äthers Torhanden und erklärt dadurch, daß die elektro- 
magnetische Energie des Äthers Glieder enthält, die bezüg- 
lich der Stromstärken linear sind, wogegen die rein elektro- 
dynamische Energie eine homogene quadratische Funktion 
der Stromstärken ist Er nimmt nämlich an, das die Strom- 
stärken die Änderuugsgeschwindigkeiten zyklischer Koordi- 
naten sind. 

Da $ dadurch aus H entstanden ist, daß man darin 
die j/j^ yermöge der Gleichungen 274) als Funktionen der 

und p\ ausgedrückt hat, so ist 

OKI 

i 

oder wegen der Gleichuugeb 274) 

dp^- dp^ ZdJ^'dpu* dp\^dp\ Zj^^^dpf^' 
Setzt mau daher 

276) JT-S-S?»?'». 

SO wird 

Bph ™ BpH * dp'k Bp\* 
Hier sind in IT die p\ durch die G-leichuugen 274) elimi- 
niert zu denken, bei Bildung yoq und 4^ aber als 
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konstant zu betrachten. Die allgemeine Bewegangs- 
gleicbung 272) nimmt also, wenn man die p\ mittels der 
Gleichungen 274) durch und p\ ausgedrftckt denkt, für 
jedes dieselbe Form 

an. Nur ist für E nun die Größe H' zn setzen, in der die 
durch die Gleichungen 274) als Funktionen von und 
p\ ausgedrückt zu denken sind, so daß H' im allgemeinen 
eine nicht homogene quadratische Funktion der p\ ist 

Als Beispiel betrachten wir nochmals die schon in 
% 22 bebandelte Angabe aus der Theorie der Dotation eines 
festen Körpers um einen fixen Punkt Ein starrer Körper 
sei um einen festen Punkt drehbar* Sein Trägheitsellipsoid 
bezüglich dieses Punktes sei ein Botationsellipsoid. 

Wir wählen dieselben Bezeichnungen wie dort und es 
falle wieder die O^-Achse mit der Rotationsachse des Träg* 
heitsellipsoides zusammen. 

Bann erfüllt die Variable B die Bedingungen, die wir 
den jetzt mit p^ bezeichneten Koordinaten beilegten. Ist 
also die nach B wirkende generalisierte Kraft SB zu allen 
Zeiten gleich Null, so ist nach 274) 

BS BH BT , . 
-^—r = = KOnSt 

dpb c> B dB 

Bezeichnen wir den Wert dieser Konstanten mit — so 
folgt also aus der dritten der G^leichungen 121) 

übereinstimmend mit 124). Eliminiert man mittels dieser 
Gleichung aus dem Ausdrucke 123) fttr T, so folgt 

277) + cr«)+i-i^«. 

i?* ist in unseren gegenwärtigen Rechnungen die Kraft- 
fiinktion der inneren Kräfte des Systems, also, da dieses 
ein einziger fester Körper ist, gleich Null. Die Schwere oder 
allgemeiner die Kräfte $t und werden als äußere Kräfte 
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aiigdselien und sind in den anderen Teil der Eraftfimktion 

2 ^^hPh (öleichung 220) eingerechnet. H ist nämlich hier 

immer gleich T^F, nicht wie frtther in diesem Buch 
gleich r— F, 

Der Ausdruck 277) ist die in Gleichung 275) mit $ 
hezeichnete Große. Aus dieser Gleichung folgt 

278) M' ^^-i-pJB' ir^ ^ ' -i-Cr^ + vJö A', 

wobei die eine Xonstante — als übertiiissig weg- 

gelassen wurde. Aus dieser (-rröBe //' müssen die nacb A 
und C wirkenden generalisierten Kräfte 91 und Ü durcii 
Uleichungen ableitbar sein, welclie vollkommen die Form 
der Lagrangeschen haben. Es muti also 



279) 



(dÄ'l dÄ 



dB' 
BO 



sein. Durch Substitution des Wertes 278) für H' liefern 
diese Gleichungen tatsächlich in Übereinstimmung mit 125) 



280) 



Die Gleichungen 279) haben vollkommen die Form der 
Lagrangeschen Gleichungen, aber H' enthält jetzt auch 
Glieder, die bezüglich der Geschwindigkeiten linear sind 
Die Bewegungen kdnnen nicht in genau umgekehrter Weise 
Tor «^i^li gehen. Ein Pendel, mit dem ein rotierender Kreisel 
Terbunden ist, hat, wie wir 9.chr^\^ m % 22 sahen, für 
Schwingungen, bei denen sein Schwerpunkt sich im Kreise 
bewegt, bei der einen und anderen Umlau&richtung eine 
andere Schwingungsdauer, solange sich der Kreisel im 
selben Sinne dreht Ganz analog enthält das Potential 
elektrischer Strome bei Gegenwart permanenter Magnete, 
oder das yon dem die elektromagnetische Drehung der 
Polaiisationsebene des Lichtes abhängt, Glieder, die bezüg- 
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lieh der Stromstärkeii oder Geschwindigkeitoii linear smd. 
Diese frappante Analogie ist natürlich kein Beweis, daß bei 
den letztgenannten physikalischen Srscheinnngen wirkUch 
Terborgene Hotationsbewegungen eine Bolle spielen; aber 
sie würde durch diese Hypothese am ungezwungensten er- 
klärt und weist jedenfalls darauf hin, daß das vergleichende 
Studium beider Arten von Erscheinungen weitere Aufschlüsse 
verspricht. Der in dem eben behandelten Beispiele betrach- 
tete feste EOiper ist übrigens ein reines Monozykel, wenn 
die EiMe 9C und stets gerade solche Werte haben, daß 
Ä und C sich sehr langsam im Vergleiche zu B ändern, 
sonst ein gemischtes. 

Einen Fall, wo fi'eine noch kompliziertere Funktion der 
Geschwindigkeiten sein kann, findet Helmlioltz in folgen- 
der Weise. Es soll der Ausdruck für die lebendige Kraft 
aus zwei Summanden bestehen, von denen der eine nur ge* 
wisse Geschwindigkeiten p'^, der andere nur die übrigen 
Geschwindigkeiten enthalten soll, so daß also 

ist. Da F die Grescliwmdigkeiten gar nicht enthält, so 
iblgt auch 

dp cop a 

Atlflerdem soll die äußere Kraft, die nach jeder der Eo> 
ordinaten wirkt, zu allen Zeiten gleidi Null, also $4"» 0 
sein. Hier und in allem folgenden ist Yon keinen zyklischen 
Bewegungen mehr die Bede. 

Es sind nun jedenfalls Bewegungen des Systems mög- 
lich, für welche aUej?'^ verschwinden, daher aülep^ zu allen 
Zeiten konstant bleiben. Da H kein bezüglich irgend eines 
p'^ lineares Glied enthält» so ist dann auch für jeden Index d 

281) f ^ =- 0 

und aus G-leichung 272) folgt für jeden Index d 

282) 1^ = ^- 
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Aus diesen Gleichungen können, Yon dngulSren Fällen ab- 
gesehen, die Koordinaten j?^ als Fnnktionen yon Tividp\ ge- 
fanden werden. Substituiert man die so gewonnenen Werte 
der in H, so erhält man eine Funktion der und p\f 
welche mit $ bezeichnet werden soll. $ braucht dann keine 
quadratische BVinktion der p\ zu sein , sondern kann diese 
Größen iu ganz beliebiger Weise ciitlialten, jedoch wird es 
eine gerade Funktion der p'^ sein. Daun ist 

Bpe dp, ^ ^ dpd dpc 

dp'. d^c dpa Bjf, * 

daher wegen 281) und 282) 

^^^^ dJc^W.* w.^w. 

und die Langrangeschen Gleichungen fiir die Koordi- 
naten erfahren keine Veränderung in der Form, wenn 
man darin für H einsetzt. Wenn aus dem Ausdrucke 
für // vermöge gewisser Bedingnngsgleichungen gewisse Ge- 
schwindigkeiten eliminiert sindj so nennt Helmholtz das 
betreffende Problem ein unyollständiges, da es sich auf Be- 
rechnung der an diese Bedingungsgleichungen gebundenen 
Bewegungen beschi^bikt 

Wenn man zu phjBikalisGhen Vorgängen mechanische 
Analogien sucht, so kann man von vornherein nicht wissen, 
welche Variabein man mit Koordinaten, welche mit Ge* 
schwindigkeiten in Parallele stehen soll. So kann man z. B. 
in der Elektrodynamik die dielektrischen Momente mit 
Koordinaten^ die magnetischen mit Geschwindigkeiten und 
umgekehrt in Parallele stellen. Nun ist in der Physik in 
der Bogel die Energie als Funktion der Vaziabeln experi- 
mentell gegeben. Ein Tollständiges mechanisches Problem 
kann man daher als Analogie eines physikalischen Vorgangs 
nur dann benutzen^ wenn der experimentell gegebene Aus- 
druck ftlr die Energie yon gewissen Variabehn eine homogene 
quadratische Funktion ist, welche dann mit Geschwindigkeiten 
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in Parallele gestellt werden müssen. Wählt man dagegen 
ein nnTollständiges mechanisches Problem als Analogie, so 
kann es vollkommen zweifelhaft werden, welche physi- 
kalische Variabein man mit Geschwindigkeiten und welche 
mit Koordinaten in Parallele setzen soll, da beide in be- 
liebiger Form im Ausdrucke für die Energie enthalten sein 
können. 

§ 54. Helmholts* Beripront&tisatse. 

Diese Keziprozitätssätze beziehen sich niclit wie die 
iiertzschen aul Zykeln, sondern auf ganz beliebige mecha- 
nische Systeme. Jedesmal, wenn eine Gleiciiung von der 
Form 272) gilt» ibigt daraus 

Sind nach der im vorigen Paragraphen beschriebenen 
Methode gewisse Koordinaten eliminiert, so bleibt diese 
Gleichung unTeräudert gülüg, wenn man unter H diejenige 
Funktion versteht^ für welche eben die Bewegungsgleichnngen 
die Lagrangesche Form annehmen, also die Größe wenn 
die Gleicbnngen 276) gelten, die Größe wenn die Gflei- 
chungen 283) gelten. Wir wollen in folgendem für alle 
diese Größen denselben Buchstaben H gebrauchen, da die 
Gleichung 284) und diejenigen, welche wir nun daraus ent- 
wickeln wollen, für alle diese Fälle gleichmäßig gelten. 

1. Nach Gleichung 284) ist die äußere Kraft welche zu 
den durch die Eraftfunktion F bestimmten Kräften hinzu- 
kommen muß, um die gegebene zeitliche Veränderung der 
Koordinaten hervorzurufen, eine lineare Funktion der Be- 
schleunigungen pk und man sieht sofort, daß 

Bp'i dp'; dp\dp\ 

ist Wenn also bei Konstanz der Koordinaten, Geschwindig- 
keiten und übrigen Beschleunigungen ein Zuwachs einer 
Beschleunigung pi einen Zuwachs einer mit anderem Index 
versehenen äußcören Kraft bewirkt, so bewirkt der gleiche 

Boltsmann, Meohaalk II. 14 
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Zuwachs der Beschleunigung p%f die derselben Koordinate 
wie die Kraft entspricht, einen gleichen Zuwachs der 
der anderen Koordinate entsprechenden Kraft 

Beiapteü Aus der zweiten der Gleichungen 121) ist ersicht- 
lich, daß die Beschleunigung B* von Einfluß auf die Kraft 9 

ist Daher muß auch A" von Einfluß auf ^-Ö und = ^ -ji-, 

sein. Beide Werte ergeben sich aus 121) in der Tat 
gleich — &J, 

2. Aus Gleichung 284) folgt weiter: 

6y> a«g d*H V— + 

^ dp\dp\dfiP' 
i 

oder wenn man die beirlen letzten Summen so zusammen- 
zieht, wie man es auch tun müßte, um von Gleichung 284) 
zu Gleichung 272) zurückzugelangen: 

W* ~ Bpsdf^ ^ dp\dpu dt [dp\dp\)' 

Bildet man ebenso d^Jd^j^, so sieht man, daß in allen 

Fällen, wo d^Hjdp\dp\ (was nach 285) gleich d^j^ldpu 
und auch gleich d'^^jdp'jl ist), konstaut speziell, wo es 
gleich Null ist, die Gleichung hesteht 

o p'k ö p\ 

In allen diesen Fällen gilt also folgendes: Wenn eine 
größere Geschwindigkeit p\ hei Glcicliheit aller übrigen 
Geschwindigkeiten und der Werte aller Koordinaten und 
Beschleunigungen ein größeres bedingt, so bedingt eine 
größere Geschwindigkeit p\ natürlich wieder bei Gleichheit 
der übrigen Geschwindigkeiten und der Koordinaten und 
Beschleunigungen ein im selben Maße kleineres !ß]^. 

Beispiel, Wenn ein fester, um einen festen Punkt 
drehbarer Körper sich so bewegt, daß C, A! und B konstant 
sind und B groß gegenüber A' ist, so macht er eine ein- 
fache Präzessionsbewegung. Die nach der Koordinate C 
wirkende generalisierte Kraft (S^ (das Moment der äußeren 
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Kräfte um die Achse OiS) muß dann Yon Null Tenohieden 
sein und zwar muß es fdr positive Ä und ^ negativ sein 
und sein Absolutwert mit wachsendem Ä wachsen« sodaß 
d^jdÄ negativ ist. Wenn also ^ durch die Schwere 
erzeugt wird und OZ der Bichtung derselben entgegen- 
gesetzt ist, so muß der Schwerpunkt auf der ^negativen 
Of-Achse liegen, i^^emer ibi mcii 121) 

Daher muß positiv und dem Zahlenwerte nach gleich 

diilöÄ' sein. Damit also ohne anderweitige Änderung 
der Verhältnisse C von Null zu einem kleinen positiven 
Werte ansteige und diesen dann kurze Zeit konstant behalte, 
d. h. damit die positive OC-Achse sinke, der Schwerpunkt 
also der Richtung der Scliwere entgegen steige, ist ein 
Moment H erforderlich, das in der Richtung der wachsenden >1 
wirkt, also die Präzession zu beschleunigen sucht, was mit 
der Erfahrung stimmt. Natürlich ist dieser Beweis hier 
nur äii wendbar, solan^^e sich durcli das Wacliseii von C die 
übrigen Verhältnisse noch nicht geändert haben. Aus den 
Oleicliiingen 121) ergibt sich natürlich unmittelbar 
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Bezüglich des Nachweises, daß sich dieser Satz auch 
auf allen jenen Gebieten der Wärme- und Elektrizitätslehre 
und Chemie bewährt^ wo Gleichungen gelten, die mit den 
Air verborgene Bewegungen geltenden mechanischen Glei- 
chungen analog sind, muß hier auf die zitierte Original* 
jabhandlung Helmholtz* verwiesen werden. Es sei hier 
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nur noch darauf hingewiesen , daß sich die Beziehung 
zwischen dem Prinzipe der kleinsten Wirkung und dem zweiten 
Hauptsätze auch insofern bewährt, als die meisten Relationen 
die man so erhält, sonst mittelst des zweiten Hauptsatzes 
bewiesen werden. (Beziehung zwischen Kompressionskoeffi- 
zient oder Elastizitätsmodul und Temperaturänderung bei 
Kompression oder Dehnung, Volumänderung beim Schmelzen 
und Schmelzpunktsänderung durch Druck, thermoelektro- 
motorische Kraft und Peltierphänomen, Wärmeentwicklung 
in galyanischen Elementen und Abhängigkeit ihrer elektro- 
motorischen Kraft von der Temperatur etc. etc. Ebenso 
muij ich bezüglich einer Reihe anderer Lehrsätze und Rezi- 
prozitäten sowie bezüglich der weiteren Anwendungen in 
der Wärmelehre und aller Anw^cndungen in der Elektro- 
dynamik auf die Originalabhandlung verweisen, da sich die- 
selben zu weit vom Boden der reinen Mechanik entfernen. 



V. Die flamilton-Jaco bischen partiellen 
Differentialgleicliimgen. 



§ 55. Das Prinzip der variierenden Wixkung. 

Wir kehren nun wieder zu dem ganz allgemeinen im 
§ 80 betrachteten Falle zurück^ haben aber die Absicht, die 
Art und Weise der Variation einer Keihe von neuen be- 
schränkenden Bedingungen zu unterwerfen. Es soll ein 
holonomes System von n materiellen Punkten durch be- 
liebige generalisierte Koordinaten Pif P2 * » • P, bestimmt 
sein. Die lebendige Kraft T soll eine gegebene , die Zeit 
nicht enthaltende Funktion der Koordinaten und generali- 
sierten Geschwindigkeiten (resp. der Koordinaten und 
Momente) sein; es soll eine Kraftfunktion V existieren^ 
welche ebenfalls eine gegebene Funktion der Koordinaten 
sein soll und welche letztere die Zeit auch explizit ent- 
halten kann. Die Zahl s der generalisierten Koordinaten 
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soll jedoch genftu gleich der der Freiheitsgrade des Systems 
sein, 80 daß zwischen den generahsierten Koordinaten keine 
Bedingangsgleiehangeu mehr hestehen. Es ist dies er- 
forderlich, damit später die und unabhängig yon- 
einander yariiert werden können. 

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen 50) und 51) 
lauten dann wie folgt: 

2861 = ^>>-f"^, 

dt d Pk 

wobei 

_ dT ^ dir- 10 ^ 

Durch diese (_Tleiciuingen und die Werte pl und ql, welche 

säiiitliclie Koordinaten und Momente zu einer bestimmten 

Zeit die wir jetzt immer den Zeitanfang nennen wollen, 

liaben, ist eine bestimmte Bewerrniicf eindeutig bestimmt, 

welche wir die unvariierte Bewegung nennen. Wir können 

für dieselbe die einer beliebip:en Zeit t zugehörigen Werte 

der Koordinaten und Momente aus den Bewegungsgleichungen 

als Funktionen von t, p% und q\ berechnen. Wir können 

auch die Werte, welche zur Zeit t die Größen T und V 

und somit auch den Wert, welchen das Integral 

< 

287) W^f{T'-V)d( 

hat^ als Funktion der 2.^ Aufangswerte j/^ und qj^ und der 
Zeit i berechnen. Es ist jetzt bequemer die obere Grenze 
nicht mit dem Index 1 zu versehen, sondern sie ebenso zu 
bezeichnen, wie die Variable t unter den Integralzeichen, 
nach welcher integriert wird, da die letztere bald in unseren 
Formeln nicht mehr vorkommen wird und es dann lästig 
wäre, den Index 1 immer mitzuschleppen. 

Da wir die Bewegungsgleichungen als gegeben annehmen, 
so erhalten wir durch Integration derselben « Gleichungen, 
welche uns die s Werte der Koordinaten p^^ als Funktionen 
der 2 s + l Werte von pX, q\ und i ausdrücken. Aus diesen 
8 Gleichungen zwischen den 3« + 1 Grdßen pi, pj^, ql und 
t können wir die $ Größen ql als Funktionen der 2s +1 
Werte 7on plf p^ und t ausdrücken. Substituieren wir die 
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so trlialtenen Ausdrürke von gl in die Größe W, welche 
wir ja schon ohen als Funktion der 2« + 1 Größen pl, 
und t ausgedrückt haben, so erhalten wir für W einen Aus- 
druck, welcher nur die 2 « + 1 Yariabeln pl, und t ent- 
hälty so daß aleo TT als Funktion dieser Variabelii dargestellt 
erscheint» was wir die Hamiltousche Darstellnngsweise 
nennen wollen 

Wir wollen nun wie bisher immer nebst dieser, der 
unTariierten Bewegung, eine von ihr unendlich wenig ab- 
weichende Tariierte Bewegung betrachten. 

Über das Verhältnis der beiden Bewegungen machen 
wir jetzt die folgenden speziellen Voraussetzungen: 

Der Zeitanfang soll für die variierte Bewegung, 
genau derselbe sein, d. h. die Funktion V soll, wenn sie die 
Zeit explizit enthält, zu Anfang der variierten Bewegung 
dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu Anfang der 
unTariierten. Sie soll auch zu jeder Zeit t der variierten 
Bewegung dieselbe EHmktion der Koordinaten sein, wie zu 
degeoigen Zeit / der unvariierten Bewegung, welche vom 
Zeitanfang der unvariierten Bewegung ebensoweit absteht, 
wie die erstere Zeit t vom Zeitanfang der variierten Be- 
wegui]g. Wir wollen die solchen Zeiten entsprechenden 
Zustände wieder korrespondierende nennen und sagen, der 
eine sei der Zustand der unvariierten, der andere der der 
variierten Bewegung, welcher zur Zeit t statttiiulet. 

Da wir vorläufig als absolut iiiTariabel betrachten, 
so brauchten wir nirgends hervorzuheben, daß die betreffen- 
den Größen auch Funktionen von sind. 

Es sei hier noch die folgende Benn rkung beigefügt, die 
übrigens auch auf die in den vorigen Abschnitten be- 
handelten Variationsprobleme Anwendung tiuLlet. Wüi-de V 
die Zeit niciit explizit enthalten, so wäre die absolute Lage 
des Zeitpunktes in der Zeitreihe natürlicli vollkommen 
gleichgültig. Diese absolute I^age t^' in der Zeitreihe könnte 
für die variierte eine andere als die [t^] für die nn variierte 
sein: es käme bloß darauf an, daß die Zeitabstände 
korrespondierender Zustände immer gleich wären, so daö, 
wenn irgend ein Zustand Ä der unvariierten Bewegung zur 
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Zeit i, und der koiTespondierende Zustand B der variierten 
zur Zeit t' stattfände, f' ^ t — t^' — % wäre. TCs würde dann 
i' die der Zeit t korrespondierende Zeit heißen. Doch 
ist die Vorstellung einfacher und nicht wesentlich ver- 
schieden, daß (' und i identische Zeiten sind; ebenso 
und t^* Wir wollen uns daher immer dasselbe materielle 
System zar selben Zeit doppelt in zwei nahe gleichen Zn- 
ständen Torhaaden denken, ohne daß das eine Exemplar des 
Systems das andere irgendwie beeinflußt. 

Es soll nun gegenwärtig speziell die Variation so aus- 
geführt werden, daß nicht nnr die Form der Funktionen T 
nnd V samt allen darin Torkomm enden konstanten Para- 
metern yoUkommen nnyariiert bleiben, sondern daß auch 
behn& Erzengang der Variation der Bewegung nicht die 
mindesten Zusatzkräfte wirken, so daß die zu irgend einer 
Zeit der yariierten Bewegung wirkenden Kräfte wieder genau 
gleich den partiellen Ableitungen derselben Funktion Fnach 
den Koordinaten sein sollen und nur deshalb andere Werte 
haben können, weil die in diese partiellen Ableitungen zu 
substituierenden Werte der Koordinaten bei der yariierten 
Bewegung etwas andere als im korrespondierenden Zu- 
stande der unyariierten Bewegung sind. 

Die Variation des Integrales W soll also in diesem 
Paragraphen und im folgenden bloß durch drei ümsüinde be- 
wirkt sein: 

1. Sollen die An&ngswerte der Koordinaten für die 
yariierte Bewegung etwas andere als für die unyariierte 

sein. Für die ersterc soll der Anfangawert der A-ten Ko- 
ordinate pl + Öp'^, für die letztere pl sein. 

2. Soll die obere Grenze des über die variierte Be- 
wegung erstreckten Integrales W nicht die der oberen 
Grenze des über die unvariierte Bewegung erstreckten Inte- 
grales entsprechende Zeit t sein, sondern sie soll um öt 
Avf itor vom Zeitanfange abstehen als bei der unvariierten 
Bewegung. 

3. Sollen die Anfaiigswerte der Muiutüle für die 
yariierte Bewegung ebenfalls etwas nndere sein, als für die 
unvariierte. Der Anfangswert des Ä-ten Momentes soU für 
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die variierte Bewegung Sqk, für die tmvariierte Be« 
wegong q^ sein. Doch wollen wir nicht die Größen 
in unsere Formeln einfahren, sondern die "Variationen Sp^ 
der Endwerte der generalisierten Koordinaten. Unter dpf^ 
verstehen wir die Größe, welche man zum Werte , den die 
^te Koordinate bei der unvariierten, von den Anfangswerten 
p^ und q^ ausgehenden Bewegung zur Zeit t h&i, hinzu 
addieren muß, um den Wert zu erhalten, den dieselbe 
Koordinate bei der variierten von den Anfangswerten 
ph+^Ph ^d qh+^qh ausgehenden Bewegung zur Zeit i+St 
hat. Dagegen soll, wie schon bemerkt, die Beschaffenheit des 
materiellen Systems vollkommen unverändert bleiben, die 
Kraftfunktion soll dieselbe Funktion der Koordinaten und 
eventuell der Zeit bleiben und es sollen zu den durch 
sie bedingten Kräften keine neuen, noch auch irgendwelche 
andere äußere Einwirkungen hinzutreten. 

Wir bezeichnen nun mit S W den Zuwachs, den W, 
also das Integral 287) dadurch, erföhrt, daß 

1. die obere Grenze der Integration ^ + statt i ist; 

2. die An&ngswerte der Koordinaten pl + Spt, statt 
p% sind, und 

3. die Anfangswerte der Momente so gewählt sind, daß 
bei den neuen Aniaugswerten der Koordinaten irgend eme, 
z. B. die /i-te Koordinate zur Zeit t-\'öt den Wert + ^'p^ 
hat, während sie hei der unvariierten, von den alten An- 
fangswerten arusgehenden Bewegung zur Zeit i den Wert 
hatte. 

Da die Gleichung 207) für iede beliebige Variation gilt, 
so muß 8ie auch für diesen speziellen Fall gelten. Welche 
Werte also auch immer dpi, dpj^ und Si haben mögen, 
man hat jedesmal 

288) $W (T+V)St + (gnSpi, - qt Sp^). 

§ 56. IKe beiden Hamiltonscheu partieiien 
Differentialgleichungen. 

Wir wollen rum unter den partiellen Differential- 
quotienten der G^röße W, wenn wir nicht ausdrücklich sagen. 
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daß wir es anders meiiif'n, immer diejenigen verstehen, 
weiche man erhält, wenn man W in der Weise ausdrückt, 
%velrhe wir die Hamilton sehe genannt haben, also als 
Funktion der pll, p,, und der Zeit t, wobei wir die Ab- 
hängigkeit von t^j da dieses immer als konstant betrachtet 
wird, nicht weiter berücksichtigen. Es ist also dWjdi der 
durch den Zuwachs St der Zeit dividierte Zuwachs W 
des welcher entsteht, wenn die obere Grenze des Inte- 
grales 287] um $t wächst, aber die Koordinatenwerte für 
die untere and obere Grrenze dieselben bleiben^ also 
Bpj^ s Sfl = 0 ist Dann erhält man aber aus der Glei- 
chung 288) 

289) aiTr=-(r4- F)<r<, 

daher ist: 

290) -^«-y- J?, 

was man als die erste Hamiltonsche partielle Dilferential- 
gleichung bezeichnet 

Ebenso ist dWInp^ der durch den Zuwachs 8p,^ des 
fftr die obere Grenze des Integrales 287) geltenden W ertes 
der /i-ten Koordinate dividierte Zuwachs W des TF, 
welcher entsteht, wenn die beiden Grenzen des Integrales 287) 
sowie die Anlangswerte aller Koordinaten unverändert bleiben, 
die Anfangswerte der Momente aber sich so ändern, daß 
auch die liir die obere Grenze des Integrales 287) geltenden 
Werte der Koordinaten alle bis auf p^^ konstant bleiben. 
Dadurch erhalt man aber aus Formel 288) 

Es ist also 

m 4f - «V 

Endlich findet man in gleicher Weise, indem man in 
Formel 288) alle Variationen gleich Null setzt, bis auf dj?! 

292) 45 — 



1) Bei konstaateo pl und qf^ wtfre natfiilich d (F/d^ » F. 
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Es mag iiier mir lieiiäufig bemerkt werden, daB wir 
gerade so, wie wir bisher uuverändert ließen und nur die 
obere Grenze i des Tnteerrales 287) änderten, auch umgekehrt 
die obere Grenze konstant halten und verändern können, 
dann haben wir in TT, das ja Funktion von und t ist, 
letzteres konstant zu lassen, so daß also bei konstantem i 
die Größe W als Funktion you t^, pj^ und pi auszudrücken 
ist. Dann folgt ans 207) 

293) ^ = ^0. 

was man die zweite Hamiltonscbe partielle Differential- 
gleichung nennt. Die beiden Gleichungen d Wfdp^ = 
und dWjdp^^^ql bleiben ungeändert, da daselbst 
und t konstant zu betrachten sind. In der Tat sind die 
25 + 2 Größen t^, i und diepj? und alle independent von- 
einander yeitoderUch. ^ und t sind für jede Art der Be- 
wegung ganz wiUkttrlich. Sind daftkr bestimmte Werte ge- 
wählt, so bestimmen die pi und pj^ die Art der Bewegung, 
also die 2a Integrationskonstanten der Bewegungsgleichungen. 
Wenn n&mlich die pJ^ als Funktionen von i und 2« Inte- 
grationskonstanten gegeben sind und man in die betreffen- 
den Gleichungen einmal < = <, dann i » setzt, so erhält 
man 2 s Gleichungen, aus denen jene 2« Integrationskon- 
stanten als Funktionen von t, und den pj^ und p^ be- 
stimmt werden können. 

Wir wollen uns Übrigens hier um diese zweite 
Hamilton sehe partielle Differentialgleichung nicht weiter 
kömmem, sondern zunächst bloß, um die Art der Bildung 
der hier yorkommenden partiellen Differentialquotienten zu 
illustrieren, die Gesetze der Bewegung eines freien mate- 
riellen Punktes von der Masse m im Räume, auf den gar 
keine Kräite wirken, also das Traglieitsgesetz als bekannt 
voraussetzen und daran die Kichtigkeit der Hamiltonschen 
partiellen DiHürentialgleichung 290), sowie der Gleichung 
291) und 292) veritizieren. 

Es seien p^, p^, p^ die drei rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes, jp'g, p'.. die konstanten Komponenten seiner 
Geschwindigkeit in den drei Koordinatenrichtungen. Dann 
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Ui, weil die Bewegimg des Punktes geradlinig und gleich- 
förmig ist: 

ferner 

295) ! ''"T(^'J+*'5+^'5)=2^[(''.-f5)' + 

V ist konstant, daher: 
< 

296) TT- J(^-F)ii<«-^^ßf^b';4-/j4-y;)-F(i-«. 

Diese Gr obe muß erst als Funktion von t, p und 
ausgedrückt werden. Da: 

297) p\ « 
ist» so folgt: 



Nun liat maii nach den sieben als indenpendent zu be- 
trachtenden Yariabeln i, p und p^ partiell zu differenzieren 
und erhält so 

299) w T(?^<ä^^^^l-^^)'+Ö'»-■PS)'+^»-rö^-^• 
E8 ist also in der Tat die Gleichimg 290) erfüllt. Ebenso 
ist gemäß der zweiten Hamiltonschen Differentialgleichung 

« r ^ r. Ferner wird 

und ebenso sind die übrigen der Gleichungen 2vii' uuii 2142) 
erfüllt. 7j ist das Bewegungsmoment mp\ =^ ö Tlöp\, in 
welchem letzteren partiellen Differentialquotienten aber 
die p und p als indepcndcntc Variahein zu gelten haben. q\ 
ist wegen der Konstanz der Geschwindigkeitskomponenten 
gleich q^. 
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§ 57. Anwendung der ersten Hamilton sehen partiellen 

Bifferentialgleiohung. 

Wir haben in diesem Beispiele die Integrale der Be- 
wegungsgleichungen als bekannt vorausgesetzt Wo die 
Hamiltonsche partielle Difierentialgleichnng praktisch zur 
Anwendung kommt, liegt die Sache natürlich anders. Da 
ist bloß T als Funktion der p und p, oder p und q, V aber 
als Funktion der p und eventuell der Zeit t gegeben. Die 
Integrale der Bewegungsgleichungen sind unbekannt. Man 
hat also zunächst, wenn T als Funktion von p und / ge- 
geben ist, durch partielle Differentiation nach den p die 
Größen q zu bilden, dann diese statt der j?' in T einzuführen, 
so daß jetzt T als Funktion von p und q erscheint. Darin 
hat man statt zu substituieren dWjdpj^ und den so er- 
haltenen Wert von T in die erste Hamiltonsche partielle 
Ditl'erentialgleicliung 29ü:i zu substituieren. Die Form, 
welciie diese dadurch auiiiuiuit, wollen wir sjmbülisch durch 



bezeichnen. 

Dieselbe enthält in bekannter W(nse die 5 + 1 in dieser 
Differentialgleicliung als die independenteu zu betrachtenden 
Variabein p und t und die partiellen Differentialquotienten 
der als Funktion dieser independenten zu suchenden Unbe- 
kannten W nach den independenten Variabein und zwar 
den partiellen ])ift'preutial([uotienten dW>dt linear, von den 
übrigen partiellen Difterentiahjuütieiiten ö Wjdpj^ aber die 
Quadrate und Produkte je zweier. 

AUe diese Operationen kann man vornehmen, ohne die 
Integrade der Bewegungsgleichungen zu kennen. Um nun 
letztere zu finden, ist es durchaus nicht nötig, die allgemeine 
Lösung dieser partiellen Differentialgleichung aufzusuchen. 
Es genügt, wenn man sich in irgend einer Weise ein so- 
genanntes vollständiges Integral verschafft;, d. h. eine -Funk- 
tion der < + 1 Variabeln pj^ und welche der partiellen 



301) 




Gl. 80LJ 



V. §57. Anwendung. 



221 



DifferentialgleicliiiTig genügt und genau so viele willkürliche 
Toneinander unabhängige Konstanten enthält als partielle 
DifFerentialquotienten erster Ordnung in der Differential- 
gleichung Torkommen. kommen deren in unserer Dif- 
ferentialgleichung $ +1 vor. Da aber die Unbekannte W 
undifferenziert in der Gleichung nicht vorkommt, so kommt 
eine Konstante jedenfaUs additiv zu W hinzu und spielt 
später, da wir immer nur die Differentialquotienten von W 
brauchen, gar keine Bolle. Es genügt also eine Lösung der 
Differentialgleichung zu finden, welche s voneinander unab* 
hängige willkürliche Konstanten c?,» • • *> ^, enthält, von 
denen keine additiv zu W hinzutritt 

Wenn wir die mechanische Aufgabe vollständig gelöst 
hätten, so könnten wir W als Funktion von t, pj^^ pl aus- 
drücken. Dieser Wert des W (er heiBe W) wäre ein voll- 
ständiges Integral der Hamiltonschen partiellen Differen* 
tialgleichung 294), da er derselben genügt und die a will- 
kürlichen voneinander unabhängigen Konstanten pl enthält, 
von denen keine additiv zu W hinzukommt. Denn für 
i = ist ir ^ 0 . 

Wir setzen nun allerdings voraus, daß wir die mecha- 
nische Aufgabe noch nicht gelöst haben. Wir kennen daher 
auch dieses eine vollständige Integral der Gleichung 294) 
nicht. Aber wir nehmen an, daß wir irgendwie ein anderes 
vollständige?! Integral gefunden hätten, also eine die partielle 
Difi'erentialgleicliung 294) erfüllende Funktion von den p^^ 
und noch ä willkürlichen voneinander unabhängigen Kon- 
stanten cCj^y von denen keine additiv zu dieser Funktion 
hinzukommt. Die Kenntnis dieses beliebigen anderen voll- 
ständigen Integrals genügt dann, um durch l)loß partielle 
DiÜ'erentiation ^ (Gleichungen zu änden, aus denen die 8 
unbekannten Variabein so als Funktionen der Zeit und 29 
unabhängiger Integrationskonstanten ausgedrückt werden 
können, daß sie die ßewegnngsgleichnngen 286) der mecha- 
nischen Aufgabe erfüllen, wodurch also die mechanische 
Aufgabe vollständig gelöst ist. 

Wir wollen dieses andere noch um eine [s + ^ -te 
Konstante vermehrte vollständige Integral augenblicklich 
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mit W\ später aber meder mit W ohne Index bezeichnen. 
Die durch das Integral 287] definierte Wirkang W für 
unser mechanisches Problem ist, als Funktion von tf p und 

ausgedruckt^ ein Yollst&ndiges Integral der partiellen 
Differentialgleichung 801). Terwandelt sich, wenn man 
die p durch p^, ^ und t ausdrückt, in eine Funktion yon 

€^ und t Nimmt man an, jedes andere Tollständige 
Integral W* der partiellen Differentialgleichung 301) stelle 
dieselbe Wirkung dar, d. h. dieselbe Funktion der Zeit nur 
unter Einftlhrung anderer Konstanten statt der Anfangs- 
werte, so können die Integrationskonstanten des einen voll- 
Btaudigen Integrales nur Funktionen der Integrations- 
konstanten des anderen, also hier die -p^ nur Funktionen 
der a sein und es muß W sich identisch in W" ver- 
wandeln, wenn man fiir die darin diese Funktionen sub- 
stituiert. Differenziert man das so erhaltene W" partiell 
nach irgend einem of, z. B. nach tt^y so folgt: 



Nun können die wieder nur die Integrationskonstanten 



enthalten. Femer sind nach Gleichung 292) die gleich 

den negativen also auch Integrationskonstanten. Es ist 
also die ganze rechte Seite der Gleichung 302) eine bloße 
Funktion der Integrationskonstanten; setzt man sie gleich 
so verwandelt sich die Gleichung 302) in 



welche Relation 5 Gleichungen darstellt, aus denen die 
8 Größen p^ als Funktionen der Zeit und der 2« Integra- 
tionskonstanten a und ß gefunden werden können, womit 
die Integrale der Gleichungen 286), also des mechanischen 
Problems gefunden sind. Berechnet man die p' und setzt 
in den betreffenden Gleichungen und den Gleichungen 303) 
i^i^^ so kann man leicht die u und /9 durch die p^ und 
ausdrucken. 



302) 




303) 
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§ 58. Direkter Beweis der Eiehtigkeit der im Torlgen 
FMagraphen gefundenen Beinltate. 

Wir wollen im folgenden, ohne uns auf eine Diskussion 
einzulasKeu , welcher Ergänzungen die Schlußweise am 
Ende des vorigen Paragraphen hedürfte, bloß auf die ein- 
fachste Art beweisen, daß die in der beschriebenen Weise 
mittels der Hamiltonschen partiellen Differ^tialgleichung 
für die gefundenen Funktionen der Zeit wirklich die ge- 
suchte Lösung der mechanischen Aufgabe sind, und zwar 
wollen wir diesen Beweis nach dem Vorgänge Jacobis 
liefern, indem wir durch nachträgUohe Differentiation zeigen, 
daß die Funktionen der Zeit, welche wir nach unserer Methode 
für die erhalten und welche auch die erforderliche Anzahl 
willkürlicher Eonstanten enthalten, wirklich die Bewegungs- 
gleichungen 286) erfüllen. 

Wir müssen da bloß die partielle Differentialgleichung 294) 
als gegeben und ein Tollst&ndiges Integral TT derselben mit 
s Toneinander unabhängigen Eonstanten ee^f ee^, . , . a^, 
von denen keine additiv zu W hinzutritt, als geänden be- 
trachten. Wenn wir dann 

304) 4^ = A» 2, 

setzen, so erhalten wir s Gleichungen, welche die Größen 
als Funktionen von t und den Eonstanten aj^ und /f^ be- 
stimmen. 

Von diesen Funktionen haben wir nachzuweisen, daß sie, 
was immer für Werte die Eonstanten €<f^ und haben mögen, 
immer den Bewegungsgleichungen 286) genügen. Unter 
verstehen wir vorläufig nichts anderes als den partiellen 
Differentialquotienten des TT nach i?^, wobei TF als Funktion 
von tf der und der ecj^ anzusehen ist Die Grleichungen 291) 
sind also jetzt nicht als durch Rechnung gefundene Rela- 
tionen, sondern vielmehr als die Definitionsgleichungen für 
die q anzusehen. 

Der Annahme gemäß genügt W für alle möglichen 
Werte der Eonstanten ccj^ der partiellen Differentialglei- 



224 



y. § 58. Direkter Bichtigkeitsbeweig. [OL 805-S06 



chung 301). Man kann daher diese Gleichung auch nach 
irgend einem a partiell differenzieren. Dabei wird die 
darin Torkommende Ghröße qJ^^ d Wjdpj^ als Funktion von i, 
der und der zu betrachten sein. Man erhSlt also 
dtirch partielle Differentiation der Oleichnng 801) nach 

' BiBttn^ ^ dqi d«» 

Die Differentialqnotienten der p nach der Zeit, die 

wieder durch einen oben angehängten Strich markiert werden 

sollen, folgen durch Diticiüntiation der Gleichung 303) nach 
der Zeit, die ja die Ahhäugigkeit der/^ von der Zeit angibt, 
woduich man die mit den Gleichungen 304) identischen 
G-leichnngen 

1 1 

erhält, denen wir wieder die Nummer 304) geben. Diese 
Relation 304) repräsentiert ans s lineare Gleichungen fttr 
die Gh'ößen j/., welche daraus als Funktionen von Pj^ und 

(4^ gefunden werden können, oder auch als h'nnktionen von 
U c/,^ und ßi^, da die durch die Gleichungen 303) als 
Funktionen von und ß^^ ausgedrückt werden können. Die 
Koeffizienten der p\ und das von ]/. freie Glied in den 
Gleichungen 304) sind aber ganz dieselben, wie die Koeth- 
zienten der Größen dEidq. und das nicht mit diesen 
Größen multiplizierte Glied in den Gleichungen oU5). Wenn 
man daher die letzteren Gleichungen als s lineare Gleich- 
ungen für die Größen dEjdq. auffaßt, so erhält man diese 
Größen genau durch dioRelhen Determinanten ausgedrückt, 
wie die Größen p'., wenn man letztere aus den s linearen 
Gleichungen 304; bestimmt. Wir selieii also, ohne daß wir 
alle diese Determinanten hinzaschreiben brauchen^ ein. 
daii allgemein 
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sein iPiiB. Diiierenzieren wir andererseits die Gleichuikg 291) 
nach der Zeit, so erhalten wir: 



307) 



dt 

1 



dtd 



Ph ^ dPh dqt 



Andererseits ist die Grieichimg 294) identiBch erfüllt, wenn 
man darin W als Funktion von t, Vj, und «j, snbstüniert 
nnd fttr die 9, - d TT/dj., die in di^H^ Siime genommenen 
partiellen Differentialqnotienten einsetzt Es muß daher 
auch der partielle Differentialqnotient der linken Seite der 
Gleichung 294) nach gleich Null sein, bei dessen Bildung 
man t und die Oj^ als konstant anzusehen, die aber als 
Funktionen Ton t, und zu betrachten hat, so daß E 
in doppelter Weise zu differenzieren ist 1. weil es explizit 
die Größe enthält, 2. weil die darin vorkommenden 
Größen Funktionen Ton j?^ sind. Setzt man den so 
gebildeten partiellen Differentialquotienten der Gleichung 
gleich Null, so ergibt sich: 

d 'W SE g ^ g gi _ Q 

Btdpi, öpH ^ dqt dpk 

SubtraiiiLit man dies von der rechten Seite der Glei- 
chung 307), so folgt 

dt ~ dpn 

Es ist also bewiesen, daß die Differentialquotienten der 
nach der Zeit genau durch dieselben Gleichungen gegeben 
sind, welche för die mechanische Auigabe gelten. Anderer- 
seits ist auch durch die Gleichungen 306) bewiesen, daß 
die p\ aus E oder T (da ja 

BE^ BT 
Bqt^ Bqt 

ist) in derselben Weise wie beim mechanischen Pro])1erae 
zu bilden sind. Da sie also dieselben linearen Funktionen 

Boltsmann, MMliMlk n. 15 
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der sind wie beim mechaniBclieii Probleme und da wir 
sohon sahen, daß die Difierentialquotienten der 9^ nach der 
Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen Probleme 
haben, so folgt hieraus, daß auch die Ableitungen der f/j^ 
nach der Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen 
Probleme haben, also durch die Gleichungen 286) bestimmt 
sind. Es ist somit ganz allgemein bewiesen, daß die durch 
die Gleichungen 804) als Funktionen der Zeit und der 
2 a Integralionskonstanten ccj^ und ßj^ bestimmten Werte 
der pj^ die Integrale der mechanischen Differentialglei- 
chungen sind. 

Die Ausfuhrungen des § 57 lassen wieder so recht 
deutlich die uniTerselle Bedeutung des Energiebegiifis er- 
kennen. Man braucht bloß die Energie als Funktion der 
Koordinaten und Momente zu kennen und man ist unter 
Beiziehung der erforderlichen Anfangsbedingungen ohne 
weiteres imstande, die zeitliche Veränderung aller Koordi* 
naten zu berechnen, ohne daß man ihre geometrische Be> 
deutung zu wissen braucht Dies folgt übrigens auch schon 
aus den Gleichungen 72). 

Falls Fdie Zeit nicht explizit entliält. kaiiü man diese 
Variable immer aus der partiellen Differentialgleichung 301) 
hin wegschaffen, indem man setzt 
308) W^ai+ U, 

wobei U nur Funktion der Koordinaten sein soll. Die T)iffe- 
rentialgieichung 301) Terwandelt sich dann in die ioigende; 



wobei das Symbol JE [-5 — } ausdrückt, daß man in die 



Funktion 3"+ r für zu substituieren hat d Uldp^, 

§ 59. Bereehnung der Wurfbewegung aus der Hamiltonschen 
partiellen Liffereutialgleic im ug ah einfachstes illustrier eades 



Wir -vvolleü nun zunächst die Bedeutung- dieser Formol 
an einem möglichst einlachen Beispiele erörtern. Wir 
nehmen an, daß uns die Gesetze der Wurfbeweguug noch 



309) 




Beispiel. 
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"allbekannt wären und daß wir dieselben aus der Hamilton- 
sclien partieiien I/iücrentialgleichnng a))leiten wollten. Es 
sei uns ein einziger vollkommen freier materieller Punkt 
mit der Masse w und den drei rechtwinkligen Koordinaten 
X, y, z gegeben, auf den nur die Scliwerkraft wirkt. Die 
konstante Kichtang dieser letzteren wählen wir als positiTe 
^Achse und bezeichnen die ebenfalls konstante Beschleunigung 
der Schwere mit g. Dann ist: 

« = 8, Pi^x, = y, = «. 
7 = — m^Xy 

5i = m x\ = my\ = m», ^[q] -h + ^J). 

In den letzteren Ausdruck sind statt der q die partiellen 
Differentiaiquotienten von W, respektive wenn man, da V 
die Zeit nicht explizit enthält, die Gleichung 309) anwendet, 
Ton U nach den Koordinaten zu substituieren. Es wird also 

und die Gleichung 309) geht daher über in 

wobei W gleich a i + ?7 ist. Da es sich nur um die Auf- 
findung eines vollständigen Integrales handelt, so wollen wir 
setzen: U = L\ U^, wobei l\ nur Funktion von x, 

nur Funktion von ?/, 17^ nur Funktion von z sein soll. 
Die partiellen Diilerentiali[uotienten verwandeln sich dann 
in gewöhnliche und die Gleichung 310) geht über in 

welche sicher erfüllt ist» wenn wir setzen: 

dUt düt dü, -,/ — .0-2— 



811) 



dx -^1* dy ^* dx 

1 

2m 



Aus den Gleichungen Sil) folgt: 

15* 
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dalier, da die Konstanten C^^ G^, C, alle additiv zu W hin- 
zukommen und deshalb weggelassen werden können 



1 3 



Setzen wir 

so erhalten wir also die drei Beweguugsgleichungen in der 
Form: 



wobei 



eine einfachere statt eingeführte Eonstante ist Dies 
sind in der Tat die gewöhnlichen Bewegungsgleichungen 
für einen geworfenen Körper und es sind auch 

die Momente maf, mf/ undm«' bezüglich der Koordinaten- 
achsen. 

Wir wollen nun zu Fällen übergehen, wo die Hamil- 
tonsche partielle Ditferentialgieiclmng von wirklichem Nutzen 
ist, die also nicht mehr bloß den Charakter erläuternder 
Beispiele haben. Wir müssen da zunächst eine eigentümliche 
Art generalisierter Koordinaten^ die sogenannten elliptischen,, 
kennen lernen. 



% 60. EUiptiiehe Koordinaten. 

Es seien drei voneinander verschiedene positive, ein 
für allemnl konstante Größen gegeben, deren größte wir 
mit a^, deien mittlere mit Oj, deren ideinste wir mit 
bezeichnen» ao daß also: 

öl > >Ö5» 
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Femer seien XifX^,x^ die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes im Baume. Wir denken xms für einen Angenblick 
auch diesen Größen x^,x^,x^ bestimmte konstante endliche 
reelle, ron Null verschiedene Werte erteilt Dann wird der 
Ausdruck 



«1 . X2 . Xl 



eine Funktion i// {X) des Wertes von A sein, den wir augen- 
blicklicli allein als variabel betrachten. 

Wir wollen eine negative Große als um so kleiner be« 
zeichnen, je großer ihr Zahlenwert ist, was wir eine Un- 
gleichheit mit Einrechnung des Vorzeichens nennen wollen. 
Dann wächst kontinuierlich von 0 bis + oo, d. h. bis 
zu einem beliebig großen positiven Werte, wenn l konti- 
nuierlich von + 00 bis — + c abnimmt, wobei e im 
folgenden immer eine positive Größe sein soll, deren Wert 
man so klein wählen kann, als man nur wilL Es muß also 
für irgend einen zwischen diesen Grenzen liegenden Wert 1^ 
von l die Funktion tff{X) gleich 1 werden. 

\v (A) wächst nochmals kontinuierlich von — oo bis 
+ 00, wenn X kontinuierlich von ~ a| — 0 bis — + e 
abnimmt Für einen zwischen diesen Grenzen liegenden 
Wert A3 von A muß also nochmals )/; {X) a 1 werden. 

EMdiicii wächst yj (Ä) zum zweiten Male von — oo bis 
-f- 00, wenn X kontinuierlich von — a] — 6 bis — + 5 
abnimmt Zwischen diesen Grenzen liegt ein dritter Wert Aj 
von X, für den nochmals ifj{X) gleich 1 wird, für A < — aj 
bleibt \p{X) negativ. Es hat also die Gleichung 

welche sich durch Multiplikation mit (aj + X) («J -f- A) [a^ + A) 
in eine gewöhnliche algebraische Gleichung dritten Grades 
verwandelt, stets drei reelle Wurzeln A|, A^, il^ und es ist 

313) 4- oo> A, > - > A, > - > A, > - a}. 
Wir heben noch folgende Spezialfälle hervor: 
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1. Wenn a-, sich beliebig der Null nähert, so nähert 
sich Aj der Gi\uze — a% walirend sich ^«s beideu 
Wurzeln der GleichuDg 

nähern. Wir wollen daher sagen, für os^ » 0 ist s — a], 
und aber sind die Wurzeln der Gleichung 314)^ von 
denen man, wie oben, beweist, daß wenn und yon Null 
Terschieden sind, die eine zwischen + oo und » al, die 
andere zwisdbien — aj und — al liegt. Wir wollen die 
erste mit X^, die zweite mit bezeichnen. 

2. Wenn sich der Null nähert, während <Cj und 
von Null verschieden sind, so nähert sich entweder X^ oder 

der (Irenze — aj, je nachdem die kleinere Wurzel der 
Gleichung 

a) kleiner, größer als — a| ist. Wenn daher = 0, 
sr^ und aber yon Null verschieden sind, so setzen wir im 
ersten Falle X^ ~ ^ al, \ gleich der kleineren dieser Wurzeln, 
im zweiten Falle ;ij = — aj und X^ gleich der kleineren dieser 
Wurzeln, wogegen X^ immer gleich der größeren Wurzel 
der Gleichung S15) zu setzen ist 

8. Ebenso ist, wenn x^^O, x^ und aber Ton Null 
yerschieden sind, X^ oder ^ — a|, Aj gleich der kleinsten 
Wurzel der Gleichung 

und X^ oder X^ gleich der größeren Wurzel dieser Gleichung 
zu se^en, je nachdem dieselbe a) größer oder b) kleiner 
als — al ist. 

4* i&t = x^ = Of SO setzen wir: 

Aj — — , Aj = — , A, = a;* — . 

5. Für iCj SS = 0 wird: 

Aj = — aj und 
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a) falls srj <a} -aJ: 

K='-^lf ^2 - «S - » 

b) für aj;>a;-aj: 

A3 =s afj — fl* , A3 — aJ , endlich 

c) für a;;«a;-aj: 

A3 = Aj = — aJ . 

6) Für x^ ssx^^O wird 

a) falls a;; > a* - : 

A3 aj' — , Aj =s — , A, — — , 

b) fttr = a; — aJ: 

c) für aJ - aJ > > aJ - «; : 

Aj^-a?, A, = A, «-ßj, 

d) für = aJ - : 

^» --«ä» A, = A, =-a|, 

e) für < — aJ : 

^3 = - <»J » Aj = - «5 , A, = a?J — aJ . 

7. Wenn sich endlich .r, , j-,, und gleichzeitig der 
Grenze Null nähern, su nahem sich A^, /.g und A3 gleich- 
zeitig den Grenzen — a;, — ^^^d — aJ, weshalb wir für 
a:^ SS «2 =s acj = 0 setzen wolleu: 

K'^-^lf ^a=-aj* A, aJ. 

Falls mindestens eine der Koordinaten anendlich wird, 

setzen wir A3 ~oc . Wenn dann eine oder zwei der recht» 
winkligen Koordinaten endlich oder unendlich niedrigerer 
Ordnung sind, so ist eines oder zwei der /. gleich einem a^. 
Sind zwei rechtwinklige Koordinaten Xj^ und Xj. untereinander 
Ton gleicher und von hölierer Ordnung unendlich als die 
dritte, so folgt ein A aus der Gleichung 
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Bind endlicli alle drei rechtwinkligen Koordinaten nnendlich 
Ton gleicher Qrdßenordnung, so sind für und die 
heiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 

ZU wäiiieii. 

Nach diesen Festsetzungen gehört zu jeder Terne von 
reellen Werten der Koordinaten , x., , eine und nur 
eine bestimmte Terne von reellen Werten von , Ag, A3, 
welche, falls keine der Koordinaten Null oder unendlich 
ist, den Ungleichungen 313) genügen. Lassen wir dagegen 
auch die Werte Null oder unendlich der Koordinaten zu, 
so genügen Aj, X^, Relationen, welche sonst mit den Un- 
gleichungen 313) identisch sind, nur daß an Stelle jedes 
UngleichheitszeichenB das Ungleichheitszeichen oder Gleich- 
heitszeichen stehen kann. 

Die Belationen, welche hierdurch aus den Unglei- 
chungen 313) entstehen, nennen wir die Eelationen 313a). 

Ebenso gehört zu jeder Terne von reellen Werten 
Ton Aj, und X^, welche den Ungleichungen 313) oder den 

Relationen 313a) gentigen, eine und nur eine Terne, von 

reellen positiven Werten von , xl und jc>^ ; wenn an Stelle 
der Ungleichungen 313] die Relationen 313a) treten, werden 
auch die Werte Nuli und unendlich für jede der Koordi- 
naten zulässig. Es sind also auch rr^, und x^, folglicli 
auch die Lage des Punktes, dessen Koordinaten x^, x^, 
sind, im Räume eindeutig bestimmt, sobald die zu x^, x^f 
gehörige Terne der Werte von Aj. A^, und noch das Vor- 
zeichen der Koordinaten gegeben ist 

Wir können daher als generalisierte Koordinaten, durch 
welche die Lage irgend eines Punktes im Baume bestimmt 
ist , die zu den rechtwinkligen Koordinaten , x^f des- 
selben gehfu'igen Werte von ly, K ^nd benutzen. >fan 
nennt sie die elliptischen Koordinaten des betreilenden 
Punktes. Sie bestimmen die Lage desselben eindeutig, 
wenn noch das Vorzeichen der drei rechtwinkligen Koordi- 
naten gegeben ist. Es sind also A^, l^, ^ eindeutige Funk- 
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tionen von x^f x^, x^, umgekehrt sind Funktionen 
yon Xy, l^, l^y die durch die letzteren Yariabeln bis auf 
das Vorzeichen eindentig bestimmt sind. 

§ 61. Oeouetriflche Bedeutnng der eUiptitohen Koordinaten. 

Wir wollen nun das bisher Gesagte geometrisch inter- 
pretieren. Wir betrachten da zunächst in Gleichung 312) 
nebst a^, o^, o^, welche wie immer gegebene, ein für alle> 
mal konstante Gh:^ßen sein sollen, auch X konstant Die 
Gleichung gibt uns dann eine Eelation zwischen den Koor- 
dinaten Xj^, x^t x^, welcher alle Punkte einer gewissen 
Zentralfl&che zweiten Ghrades genügen. Wir nennen sie 
die dem betreffenden X entsprechende Fläche zweiten Grades. 
Da in der Gleichung 812) alle ungeraden Potenzen der 
Koordinaten fehlen, so ist der Koordinatenursprung immer 
ihr Mittelpunkt und die Koordinatenachsen sind ihre Achsen. 

Sehr großen positiven Werten von X entspricht sehr 
nahe eine Kugel Yon sehr großem Radius. Diese verwandelt 
sich, wenn X bis ^ a\ abnimmt, in ein immer kleiner 
werdendes dreiachsiges Ellipsoid, dessen größte Achse die 
Richtung der a:, -Achse, dessen kleinste die der aSj-Achse hat. 
Dasselbe nähert sich, je mehr sich X der Grenze —a'l nähert, 
immer mehr der Fläche einer in der Xj ajg -Ebene liegenden 
Kllipse E, deren Achsen die Koordinatenachsen sind und 
deren Halbachsen gleich \'a\ — a\ und ^ a- — sind, welche 
also die Gleichungen hat: 

Wenn man zuerst dem X einen sehr großen positiven, 
<dann einen um eine sehr kleine Größe < kleineren, dann 
wieder einen um < kleineren Wert etc. erteilt, so erhält 
man lauter dreiachsige Ellipsoide, von denen jedes ganz 
innerhalb der vorigen liegt; der Baum wird also in lauter 
unendlich dünne ^ipsoidische Schalen zerlegt, welche den 
ganzen unendlichen Raum vollständig erfüllen. 

Ist X wenig kleiner als a|, so ist die Fläche F ein 
«inschaliges Hyperboloid, welches noch fast mit denjenigen 
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Teile der a-^-Ehme zusammenfällt, welcher außerhalb der 
Ellipse E liegt Daher können wir sagen, daß die Fläche F 
für den FaXL k « — a J in die «j-Kbene degeneriert und 
wir werden nach dem früheren Übereinkommen X, so 
lange es größer als — al ist und auch noch so lange es 
einem Paukte des von der Ellipse E umschlossenen Stückes 
der x^^-'Ebene entspricht, mit A3 bezeichnen. Sobald es 
gleich ist, aber einem Punkte der x^ät^-Ehene entspricht, 
der außerhalb jener Ellipse liegt, oder sobald es zwischen 

— al nnd — Hegt, also einem einschaligen Hyperboloide 
entspricht, werden wir es mit bezeichnen, wogegen auf 
dem Umfange der Ellipse A3 ■> «■ ~ aj ist. 

Nimmt nun X, welches jetzt ^ heißt, von — aj bis 

— al ab, so breitet sich das einschalige Hyperboloid 
aus und geht für A b — in denjenigen zusammenhängen- 
den Teil der x^x^-lShene über, welcher von den beiden 
Ästen Aj^ der Hyperbel 

320} ««0 

begrenzt ist, für welchen also , < ^ 

diesem Teile der a^g-Ebene ist A noch mit A, zu bezeich- 
nen. Der andere Teil der ic^-Ebene, für welchen A eben- 
falls gleich — aj ist, aber schon mit Aj bezeichnet werden 
soll, ist die Grenze der zweischaligen Hyperboloide, in 
welche die Fläche F übergeht, sobald A < — wird. Nähert 
sich A dem W erte — aJ, so nähern sich beide Schalen 
dieser Hyperboloide von beiden Seiten immer mehr der 
gesamten o:^ oe^« Ebene. 

Alle die einschaligen Hyperboloide, welche man erbJUt, 
wenn man 

Aä — flj— 6, A=s — aJ — 2e...Aas — aJ 

setzt und von denen wieder jedes folgende das Torherefehende 
nirgends schneidet, aher ihm überall unendlich nahe liegt, 
erfüllen wieder den ganzen unendlichen Raum kontinuierlich 
und zerlegen jede der früher besprochenen ellipsoidi sehen 
Schichten in lauter Binge von unendlich kleinem Quer- 
schnitte. 
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Alle zweischaligen Hyperboloide endlichj welche den 
Werten A « — — e, — «} — 2 a . . . — aj entsprechen, er- 
füllen noch einmal in derselben Weise den ganzen 
unendlichen Baum kontinuierlich und zerlegen jeden der 
besprochenen Binge in lauter unendlich kleine Volum- 
elemente. Diese Yolumelemente sind rechtwinklige Pa- 
rallelepipede, da sich, wie wir sofort beweisen werden, 
je ein Ellipsoid, je ein eiiischaliges und je ein zweischaiiges 
Hyperboloid immer rechtwinklig durchschueiJcn. 

Alle (iiise Formen, welche die Fläche F der Reihe 
nach annimmt, sind (die Fmie ausgenommen, wo sie in eine 
ebene Fläche degeneriert) Iconzentrische und koaxiale FUicheii 
zweiten Grades, d. h. sie haben alle denselben Mittelpunkt 
(den Koordinatenursprung), und gleichgerichtete Achsen (die 
Koordinatenachsen). ÜSie sind auch kontbkal, d. h. alle Kegel- 
schnittlinien, in welchen sie durch die -Ebene geschnitten 
werden, haben dieselben Brennpunkte, ebenso haben alle 
Kegelschnittlinien, in welchen sie durch die arg-Ebene ge- 
schnitten werden, untereinander und fdle, in welchen sie 
durch die ^P^a^-Ebene geschnitten werden, wieder unter- 
einander dieselben Brennpunkte. 

Für die Schnitte mit der a;,-Ebone Hegen die Brenn- 
punkte auf der a:|^-Achse in der Entfernung ya\ — a\ yom 
Koordinatenursprunge 0, fUr die Schnitte mit der iKi^^-Ebene 
ebenfalls auf der -Achse in der Entfernung ya\ — a\ 
Ton 0, für die Schnitte mit der £i^*Ebene auf der oc^- Achse 
in der Entfemimg }'a^ — aj von 0. 

Man sieht dies leicht ein, wenn man bedenkt, daß, 
wenn Ä und B beliebige positive oder negative Konstanten 
sind und mit Einrechnung des Vorzeichens Ä> B ist, die 
beiden Brennpunkte der Kegelschnittlinie, welche die Glei- 

chung + » 1 hat, auf der a^Achse in der Entfernung 

^A — B vom Koordinatenursprunge liegen. Dies gilt sowohl, 
wenn A und B positiv sind, also die Kegelschnittlinie eine 
Ellipse ist, als auch wenn A positiv, dagegen B negativ ist, 
also die Kegelschnittlinie eine Hyperbel ist Ja selbst 
wenn A und B beide negativ sind, also die Kegelschnitt- 
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linie ganz imaginär wird, was bei den Uurchschnittslinien 
der oben betrachteten zweischaligen Hyperboloide mit der 
a^aig Ebene zutrifft, pflegt man diese Punkte noch immer 
ihre Brennpunkte zu nennen und zu sagen j daß diese 
reell bleiben. 

Den drei Werten des A, welche den Koordinaten eines 
gegebenen Punktes entsprechen und also gegenwärtig von 
uns als dessen generalisierte Koordinaten bezeiclmet werden, 
entsprechen also immer drei konzentrische, koaxiale, homo- 
fokale Flächen zweiten Grades, ein dreiachsiges EUipsoid, 
ein elnschaliges und zweifö^cheriges Hyperboloid, welche 
sich, da die Koordinaten des gegebenen Punktes die 
Gleichung jeder der drei Flächen erfüllen^ in dem gegebenen 
Punkte schneiden. 

Falls eine oder zwei oder alle drei Koordinaten Nnll 
werden, degenerieren eine oder zwei oder alle drei Flächen 




Fig. 8. 



in eine oder in einen Teil einer der Koordinatenebenen. 
FalU mindestens eine der Koordinaten unendlich ist, de- 
generiert das Ellipsoid in eine Kugel Ton unendlichem 
Eadius. 

In Kig. S ist das Eliipsoui und das i i'-s- und zwei- 
facherige Hyperboloid (perspektivisch treüich nicht ganz 
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richtig) gezeichnet, welche sich in dem mit einem Kreuze 
markierten bell obigen Punkte des Baumes durchschneiden. 
Auch sind die Durchschnittslinien der heiden Hyperboloide 
mit dem Ellipsoide gezeichnet Wenn man diese Figur 
betrachtet^ kann man sich leicht klar machen^ wie die ver- 
schiedenen Flächen degenerieren, wenn gewisse Koordinaten 
des Durchschnittspunktes Null oder unendlich werden. 



§ 62. Die elliptischen Koordinaten sind ortkogonal. 

ist die größte Wurzel der Gleichung 812], kann 
also tkls eine Funktion von oi^,x^,x^ (sagen wir f{s^,ic^, x^)) 
betrachtet werden, welche man z. B. mittels der Cardani- 
schen Formel explizit hinschreiben könnte, da ja die Glei- 
chung 312) eine Gleichung dritten Grades für Ä ist 

Lassen wir in dieser Funktion und konstant und 
betrachten bloß a;^ als veränderlich, so können wir ihren 
partiellen Dili'erentiaUiuotienten dl^ldx^ bilden. Dieser 
\s ii'd am besten in fulgtmder Weise gefunden: Da Aj, Wui'zel 
der Gleichung 312) ist, so hat man: 

Läßt man darin und konstant, so folgt: 

— 

Die analogen Gleichungen, welche man erhält, wenn 
man nach x^, x^ und und Aj nach allen x partiell 
differenziert, kann man in die Form 

zusammenfassen, wobei sowohl i als auch h unabhängig von- 
einander jeden der drei Werte 1, 2 oder 8 haben können* 
A ist dabei eine abgekürzte Bezeichnung und es ist all- 
gemein 
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wobei wir immer das positive Zeichen der Wurzel wählen 
wollen. Der Index i nnter dem Snmmenzeichen hat, wie 
hier immer die Bedeutung, daß dem i alle drei Werte 1, 
2 und 3 zu erteilen sind, wogegen dem k ein bestimmter 
dieser drei Werte zu geben ist, gleichgQltig welcher. 

Die Gleichung des durch einen gegebenen Punkt 
gebenden dreiachsigen Ellipsoids imden wir, wenn wir die 
soei)tn mit / (a^, afj, x^) bezeichnete Funktion, welche uns 
A3 durch x^, x^. ausdrückt, gleich einer Konstanten, näm- 
lich gleirli dem diesem Punkte entsprechenden speziellen 
Werte von setzen. Die Richtungpkosinus der an ditiM'S 
Eliipsoid im gegebenen i^unkte errichteten Normalen 
pind daher nach den bekannten Formeln für die Richtungs- 
kosiiius der an eine Fläche mit der Gleichung /*(scj, a;,, a^) 
s= konst. gezogenen Normalen 

cos ^) = - 
cos (iVa, = 
OOS {N^, = i 
wobei n die positive Wurzel aus 



ist Dabei sind die partiellen Diüerentiaiquotienten etc. 

so zu Torstehen: es ist A3 als Funktion fi^, x^, von 
x^^ x^y x^ auszudrucken und dann, bei konstantem und o:^ 

nach x, zu differenzieren etc. Es ist also etc. 

genau dasselbe, was wir in den Formeln 321) mit -—-^ 

etc. bezeichneten. Wenn wir daher zu dieser Be- 
zeichnungsweise zurückkehren, so erhalten wir 
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und nach Substdtation der Werte B2i) und 322) 
Ebenso folgt: 

oo8(ir,.si) = -l 

Die Gleiclrnng des einscbaligen, durch denselben Punkt mit 
den Koordinaten a^, x^, gehenden Hyperboloids erhalten 
wir in gleicher Weise, wenn wir zuerst die mittlere Wurzel 
der Gleichung 312) als Funktion ^ ¥on x^^x^, ausdrucken 
und dann diese Funktion ip gleich dem dem betreffenden 
Funkte entsprechenden Werte von \ setzen. Die Bichtangs- 
kosinus der im selben Punkt an das einschalige Hyper- 
boloid errichteten Normalen sind dann wieder den Gröfien 

"Tx^^ T^' ¥^ proportional und analoges gilt für die 
Nonnale N^j die man durch denselben Punkt mit den 
Koordinaten x^^x^^ x^ zu dem durch diesen Punkt gehenden 
zweifächerigen Hyperboloide ziehen kann. Die Formeln» 
welche man für die Bichtungskosinus aller dieser Normalen 
erhält^ kann man in die Formel zusammen&ssen: 

823) cos (A„ = 1- 

Der Kosinus des Winkels, welchen irgend zwei (JVJ^ und Nj^ ^ ^ 
von diesen drei Normalen miteinander einschließen, ist daher 

+ cos(ä;^, ar,) co8(iV^^i, a,) + C08(iV;^, a:^)cos(JVft^.i, a^) = 

Nun ist aber 

xi 1 j xi xf 



daher 
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In diesen Formeln kann h jeden beliebigen der Werte 1, 
2 orlcr 3 annehmen» im letzteren Falle aber mttssen wir 
den Index 4 immer als gleichbedeutend mit dem Index 1 
betrachte. Wir wollen in allen analogen Formeln auch 
den Index 5 mit dem Index 2 etc., d. h. also alle Mod. 
drei kongruenten Zahlen^ wenn sie im Index stehen, als 
gleichbedeutend betrachten. Der Punkt mit den Koor- 
dinaten x^, in welchem die beiden Normalen Nj^ 
und Nj^^i errichtet sind, gehört beiden Zentralflächen 
zweiten Grades, zu denen diese beiden Normalen gezogen 
sind, an; daher müssen seine Koordinaten die Gleichung 
jeder dieser Zentralflächen erfKÜlen, es haben also beide 
Summen in der eckigen Klammer der rechten Seite der 
letzten Gleichung den Wert 1. Diese eckige Klammer 
reduziert sich auf Null und man erhält: 



Alle drei Zeiitralllächen zweiten Grades durchschneiden 
sich daher in jedem Punkte rechtwinklig. Die Trans- 
formation in elliptischen Koordinaten ist eine Orthogonale. 
Man nennt die Einführung von (ar^, »g, x^), f., , x^, a^g), 
fiCj f » statt als Koordinaten orihogonal, 

sobiild sich die drei Flächen, welche man erluilt, wenn 
mau f\, und f.^ gleich drei beliebigen Konstanten setzte 
immer rechtwinklig durchschneiden. 

§ Ü6. Ausdruck der rechtwinklig^en Koordinaten durch die 



Wir wollen nun die umgekehrte Aufgabe in Angriff 
nehmen, wenn X^, und gegeben sind, die dazu gehörigen 
Werte von o^, o^, als Funktionen Ton \f X^, und 



324) 

daher auch: 

825) 




CO8(i\r„iV,^J«0. 



elliptische« 
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natürlich der immer konstant betrachteten Größen a^, 
zu berechnen. Wir denken nns zunächst noch den drei 
Koordinaten x^, x^f bestimmte konstante Werte, dem X 
dagegen einen ganz beliebigen Wert beigelegt, so daß in 
dem Ausdmcke 

326) »W-äsli + alll + aili-» 

zunächst X allein als variabel betrachtet wird. Wir setzen 
femer 

327) m - K + l){al + X)(a\ + X)(p{X), 

Dann ist /(Ä) eine ganze Funktion dritten Grades be- 
ziiL'lirh A und die immer mit X^, X^, bezeichneten Größen 
sind die Wurzeln der Gleichung f[X} = 0. Nach einem be- 
kannten Satz aus der Theorie der Gleichungen ist also: 

328) f{X) = A(X - X,){X - X^)(X - z^). 

Setzt man hier für f(X) den Wert 327] ein, wobei für 
<pQ^ noch der Wert 326] zu substituieren ist, folgt so ^1== ^1, 
da der Koeffizient Ton X^ beiderseits gleich sein muß und 
man erhält: 

K {< + >.) (aj + + + X){al + ;.) + x\{a\ + A) («J +Z) 
X)(a\+X)(a\^-X) = (Al - A)(A, - X)h, - A). 

Diese Gleichung gilt fQr jeden Wert Ton A; es ist eine 
identische Gleichung, wenn man darin für A^, A^, deren 
Werte als Funktionen von jc, , x,^, x^, oder umgekehrt für 
x^, x^, deren Werte als P'unktionen von A^, A.^ sub- 
stituiert. Obige (xleichung bleibt also stets riclitig, was 
immer mau für Ä für einen Wert substituieren mag. 
Setzt man darin A = — af, so erhält man: 

330) a;,--^ ^^^, ^-^ ^ ^^^ 

Setzt man dagegen in die Gleichung 329) A = — , so folgt: 

"^^^^ («I - a?)(a| - a\) 

Setzt man endlich A » — a^, so folgt: 

^^^^ " (a| - a\)ial - ^) 

Boltsmaan, Meclwaik IT. 16 



(x\ [a- + , 
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Wir wollen niin allen drei Größen Aj, und ^ will- 
kfirliche unendlich kleine Zuwächse dl^, d)^y dX^ erteilen. 
Die dadurch entstehenden Zuwächse x^^ x^j nennen wir 
deren ToUstöndige Differentiale. Wir finden sie am leich- 
testen, wenn wir von der linken und rechten Seite der 
Gleichungen 330) den natürlichen Logarithmus nehmen und 
daiiü die YoUstiindigeu Differentiale dieser beiden Logarith- 
men gleich setzen. Ebenso verfahren wir mit Gleichung 
331) und 332). Ks folgen dann drei Gleichungen, welche 
wir in die gemeinsame Form 



zusammenfassen können. Wir wollen in der letzten Glei- 
chung zuerst i SS 1, dann 4 = 2, dann f 3 setzen, jede so 
erhaltene Gleichung quadrieren und dann die quadrierten 
Gleichungen addieren. Wir bekommen dann links den Aus- 



druck dxl dxl -h dxl kürzer mit ^^6^ 



bezeichnen wollen. Auf der rechten Seite Terschwinden die 
Koeffizienten von 



da dieselben genau gleich der Hälfte der Ausdrücke werden, 
welche in den Gleichungen 324) auf der linken Seite stehen, 
und vermöge dieser Gleichungen verschwinden. Der Koef- 
fizient von dXi aber wird gleich dem vierten Teile des 
Quadrates des in Gleichung 822) mit jij^ bezeichneten Aus- 
drucks. Man erhält also: 

334) ds^^dxl + dxl + dxl ^ K + ^^l + ^K)- 

In dem Ausdrucke, wie er durch Gleichung 322) ge- 
geben ist, kommen sowohl die x^, x^, x^ als auch die X^, 
X^, /..^ vor; den Ausdruck, welchen man ^r Aj^ erhält, wenn 
man darin x^j x^, x^ ebenfalls durch die X ausdrückt, so 
daß nur mehr die letzteren Variabein in Aj^ vorkommen, er- 
hält man am kürzesten in folgender Weise. 

Man betrachtet wieder in der durch die Gleichung 326) 
gegebenen Funktion <p{}) die Größen x^, a^, x^, daher auch 





dXy^^dX^y dX^.dX^ und dX^,dX^, 
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\j ^2 , A3 als konstant, die Größe k dagegen als in beliebiger 
Weise yeränderlich. Den Ausdruck, welchen man erhält^ 
wenn man nnter diesen Voraussetzungen den Differential- 
quotienten — ^ Y i^ bildet und darin nach geschehener 

Differentiation A = setzt, bezeichnen wir mit — 



Er ist genau gleich A\ > wie man sofort aus Gleichung 
erkennt, wenn man darin h = l setzt Ebenso ist 

a ff ().) 



822) 



L öi 



wobei die den eckigen Klammern unten angehängten In- 
dizes die analoge Bedeutung haben. 

Nun ist, wie wir sahen, in Gleichung 828) der Koeffizient 
A^^l. Substituiert man den betreffenden Wert von f{k) 
in die Gleichung 327}, so folgt: 

Bei der partiellen Differentiation nach l sind x^,x^,x^, 
daher auch X^, A^, A,, welche ja Funktionen von x^, x^, x^ 
sind, als konstant zu betrachten; es ist also 

6 y (l) (X« — X) (I3 — X) 

BX ~ \ar+ l) («a + ^) lai + Ä) 

mehr noch einer Beihe yon Gliedern, von denen aber jedes 
fOr A sa Aj yerschwindet Es ist also: 



10 (f (Ä)i 



{al +Ä,)(ai 



Diese Große ist aber, wie wir sahen, gleich AI* Bestimmt 
man in derselben Weise AI und A], so erhilt man drei 
Formeln, welche man in die folgende Form zusammenfassen 
kann: 

ooo) yij ^ ^^^^^ ^ ^ . 

Ans (Ion Gleichungen 333) ergeben sich natürlich sofort 
die partiellen Differentialqnotienten von Xj^, oder nach 

16» 
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, oder A3 , wenn man erstere Größen als Funktion der 
letzteren anfi^t^ z. B. die nach , indem man dX^ ^dl^^O 
setzt Alle diesbezüglichen partiellen Differentialqnotienten 
kann man in die eine Form zusammenfassen 

336) ^"'^ 



2(a*,+Ä»)' 

wobei jeder der Indizes i und h unabhängig von dem anderen 
die Werte 1, 2 oder 3 annehmen kann. Vergleicht man dies 
noch mit der Formel 321), so kann man auch schreiben 

WO links die x als Funktionen der X, rechts umgekehrt die 
X als Funktionen der x zu betrachten sind. Die Glei- 
chung 324) kann daher mit fiücksicht auf die Gleichungen 
336) und 321) entweder in der Form 

338) f = 0 oder ^ = 0 

geschrieben werden, wobei wieder im Index alle Mod. 3 
kongruenten Zahlen als gleichbedeutend zu betrachten sind. 
Da die Bichtungskosinus der Normalen, die wir im vorigen 

Paragraphen mit Nj^ bezeichneten, den Grrößen -^-^> "d~^' 

^ proportional sind, so sind die linksstehenden der Rela- 

laüonen 338) nur die bekannten Gleichungen 

^icoB{Nj^,x)coB{Nj^^,^,x^ = 0, 

welche ausdrücken, daß sich die Flächen zweiten Grades 
orthogonal schneiden. Analog sind die rechtsstehenden 
Belationen mit dem Gleichungen 

2» cos [N. f Xj) cos (xY, , + 1) ^ 

identisch. 

Wir woUen nun mit A einen beliebigen Punkt des 
Baumes bezeichnen, der die rechtwinkligen Koordinaten 
x^f x^, x^ und die elliptischen Koordinaten X^, X^^ X^ hat 
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Ferner sei B der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 
x^-i- dx^, + dx^, x^-i- dx^ und den dazu gehörigen ellip- 
tischen Koordinaten + dK^, dl^, + dX^, wobei 
dx^, dXf,f dx^ willkürlich sein kdnnen. Es sind dann (fAj, 
dX^, dl^ die entsprechenden Zuw&chse der elliptischen Ko- 
ordinaten. Es können aber auch d\f dX^^ dX^ als willkttr- 
lich betrachtet werden , dann sind dx^f dx^, dx^ die dazu 
gehörigen Zuwächse der rechtwinkligen Koordinaten. 

Die in Formel 334) mit ds bezeichnete Größe ist dann 
die Entfemung der beiden Punkte A und B. Diese Formel 
stellt also die Lange eines wiliküriieli im liaume gezogenen 
Limonelemeutes dar. Wenn speziell der Punkt B auf dem- 
selben einschaligcn und zwcischaligcn Hyperboloide wie der 
Punkte liegt und nur das Ellipsoid. welches durch B geht, 
dem Werte X.^ -\- d)^ von A3 entspricht, während das Ellip- 
soid, welches durch den Punkt A geht, dem Werte 'L^ ent- 
spricht, so wollen wir dem Punkte B deu Iudex 3 aubrmgen 
und seine Euti'eruung AB^ vom Punkte A mit ds^ bezeich- 
nen. In diesem Falle i&t dX^ dl^^ Daher 

Die Gerade ds^ ist ein unendlich kleines, vom Punkte A aus 
gezogenes iStück der Durchschnittslinie des ein- und zwei- 
schaligen Hyperboloides, welche durch den Punkt Ä gehen, 
und steht, da diese beiden Mächen auf dem Ellipsoide 
senkrecht stehen, eben&lls auf diesem senkrecht 

Der Wert, den ds annimmt, wenn dX^^ d 'L^ ^ 0 ge- 
setzt wird, soll mit ds^ bezeichnet werden. Es ist also 

340) ds^ = \A^d\^ AB^ 

der Abstand des Punktes A mit den elliptischen Koordi- 
naten \, X^, X^ vom Punkte B,, dessen elMptische Koordi- 
naten X^t X^-\- dX^, X^ sind, ds^ kann auch als ein vom 
Punkte A aus gezogenes unendlich kleines Stück der Durch- 
schnittslinie des durch A gehenden Ellipsoides mit dem 
durch A gehenden zweischaligen Hyperboloid definiert werden 
und steht senkrecht auf dem durch A gehenden einschaligen 
Hyperboloide. 
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Ebenso ist 
341) ds, = X dl^ = ÄB^ 

der Abstand des Punktes Ä mit den elliptischen Koordi- 
naten X^y X^, und des Punktes mit den elliptischen 
Koordinaten + dX^, 'L^ , >^ oder ein Ton A ans gezogenes 
unendlich kleines Stück der Durchschnittslinie des durch 
A gehenden Ellipsoides und einschaligen Hyperboloides und 
steht senkrecht auf dem durch A gehenden zweischaligen 
Hyperboloide. 

Der früher mit B bezeichnete Punkt mit den ellip- 
tischen Koordinaten \-\'d\t ^ + «^A, , X^-\- d't^ ist die 
j1 TIS ä Yis liegende Ecke des unendlich kleinen Parallel- 
epipedes, von dem AB^, AB^ und AB^ die drei in A zu- 
sammenstoßenden Kanten sind, ds ist die ^ und B Ter- 
bindende Diagonale dieses Parallelepipedes. 

Während wir in Formel 334) unter da immer die jiosi- 
tive Quadratwurzel aus dx\ ^ dx\ ■\' doc\ verstehen, sollen 
in den Formeln 339), 340) und :U1) A^, A^ und A^ wesent- 
lich positive GriiljL'n sein, so daß also ds, dasselbe Vor- 
zeiclien wie dl^, ds^ dasselbe wie d/^ und ds^ dasselbe wie 
dX^ erhalten solL 

§ 64. Bektiflkation der ErummungaUmen des Ellipsoides» 
Komplanation des Ellipsoides. 

Einem bestimmten konstanten X^ entspricht ein be- 
stimmtes dreiachsiges EUipsoid. Alle einschaligen H\pcr- 
boloide^ welche wir erhalten, wenn wir dem A, alle Werte 
Ton — al bis — al erteilen, durchschneiden dasselbe in einer 
Kurvenschar, welche wir die Krümmungslinie erster Gat- 
tung des betreffenden Ellipsoides nennen. Ihre Tangenten 
zu jedem Punkte fallen nämlich, wie in der analytischen 
Geometrie gezeigt wird, in die Bichtung einer durch diesen 
Punkt gezogenen Hauptkrummungsebene. Diese Krüm- 
mnngslinien beginnen für X^^^ mit der Ellipse , in 
welcher die a^^-Ebene das EUipsoid durchschneidet und 
enden fOr » — in den beiden Stücken der Durch- 
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Schnittslinie des Ellipsoides und desjenigen Teiles der x^» 
Ebene, welcher zwischen den beiden Ästen der Hyperbel liegt, 
der die Gleichungen 320} zukommen. In Fig. 9 ist die obere 
der positiren 2^-Achse zugewendete Hälfte des Ellipsoides von 
oben, also yon dorther betrachtet, wohin die kleinste Halb- 
achse zeigt, perspektivisch gezeichnet. Die ausgezogenen Linien 
sind Krttmmungslinien erster Gattung. 

Erteilen wir dagegen in der Gleichung 312) dem 
alle Werte zwischen — al und — al, so erhalten wir die 
Gleichungen einer Schar zweifächeriger Hyperboloide, weh he 
das Eliipboid in einer zweiten Kurvenschar, den Krünimungg- 
linien zweiter Gattung durchschneiden. Letztere sind in 
Fig. 0 punktiert. 

Wenn wir die Formel für die Länge der Krümmuugs- 
linien eines beliehiüren Elli[)Soides finden wollen, so genügt 
es vollständig, dieselbe für das Kllipsoid zu suchen, welches 
dem Werte il, s 0 entspricht; denn dieses Mhpsoid hat die 
Gleichung 



Da aber die Konstanten d^, ö^» ^3 8^^^ willlsürlich sind, 
so können wir sie immer gleich den Halbachsen des ge- 
gebenen Kllipsoides machen , um deäseu Kxümmungsliniea 
es sich handelt. 

T)ie beiden Gleichungen einer Krümmungslinie erster 
Gattung dieses Ellipsoides linden wir, wenn wir nebst /3 = 0 
noch A., gleich irgend einer zwischen — und — n; liegen- 
den Konstanten setzen. Das Linienelement einer solchen 
Krümmungslinie ist also zu bilden, indem wir in i^^ormel 334) 
^ s 0, l^sa konst. setzen und und wachsen lassen. 
Es ist also nach Formel 341) dieses Linienelement 

Ein endliches Stuck der Krtlmmungslinie ist 



wobei X] und X\ die dem Anfangspunkte und Endpunkte 
des Stückes entsprechenden Werte ron sind. Den vierten 
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Teil CD (Fig. 9) einer Krümmungsiinie erhalten wir, wenn 
wir die untere Grenze l\ des Integrales gleich ^a\, die 

obere l\ gleich — a\ setzen. 
Die Länge der ganzen, in 
sich geschlossenen Krümmungs- 
iinie ist das Vierfache dieses 
bestimmten Integrales. Den hier 
zu substitmierenden Wert von 
erhalten "wir, wenn wir in 
Formel 335) = 0 und gleich 
der Yorgeschriebenen Konstanten setzen. Es ist also in 
allendiesen Integralen zu setzen 




worin also alles bis auf die Integrationsvariable \ konstant 
ist; die Integrale sind also Abelsche Integrale. 

Ebenso ist die ganze Länge einer geschlossenen KrQm* 
mungslinie zweiter Gattung 



«1 



Wir gelangen in der nachfolgenden Weise zur Kom- 
planation des EUipsoides. 

Wir ziehen vom Punkte A mit den elliptischen 
Koordinaten und 7^ des EUipsoides, für welches A3 = 0 
ist, aus das Linienelement ds^^ \ d \ = ÄBj der dnrch 
A hindurch gehenden Krümmungsiinie erster Gattung des 
Ellipsoules und das Linienelement d s., = l A.^ d K r= A B.^ 
der durch ihn hindurchgehenden Krünimungslinie zweiter 
Gattung des EUipsoides. Ferner ziehen wir von au3 
auf dem EUipsoide die unendlich kleine (J-erade B^C\\AB^ 
und von B^ aus die unendlich kleine Gerade ^^Ojl^^,' 
Die beiden zuletzt gezogenen Geraden sollen sich im 
Punkte C treffen. Dann kann die Figur A CB^ A 
als ein unendlich kleines Bechteck vom Flächeninhalte 
^A^A^dX^d}^ und zugleich als ein Element der Oberfläche 
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des Ellipsoides betrachtet werden, für welches ^ » 0 ist 
Ein endliches Stück der Oberfläche dieses Ellipsoides ist also: 

343) F^:^/fAiA^dk^dk^, 

wobei alle Wertepaare 70n und in die Integration 

einzubegreifen sind, welche Punkten dieses Flächen Stückes 
entsprechen. 

Integriert man bei irgend einem gegebenen bezüg- 
lich ?^ von — a] bis — «J, so umfaßt man einen ganzen 
Quadranten C D (Fig. 9) einer Krümmungslinie erster G-at- 
tnng. Integriert man nocli bezüglich A., von — a,^ bis —ct\t 
80 umfaßt man noch alle Quadranten der Krümmungslinien 
er>.t* r Gattung von bis GH, also einen Oktanten des 
ganzen Eilipsoids. Es hat also die ganze gesclflossene 
Oberfläche des Ellipsoides, dessen Gleichung — 0 ist, 
welches also die Gleichung 342) hat, den Wert: 

Setzen wir 

344) (a; + k^){al + k,)(al + k,) - dj, 
dagegen 

345) K + X,)(al + X,){al + X,) 6}, 

80 sind vermöge der Grenzen, zwischen denen und X^ 
liegen müssen, ftj und bl wesentlich positive Größen. In 
den zuletzt entwickelten Integralen ist ^ » 0, daher 

346) A = ^V-^(^-^). ^'i^Y-\(^-K)- 

Die Vorzeichen wurden in dieser Weise geschrieben, da 
— \> ~ K — X^ lauter positive Größen sind. Es 

verwandelt sich daher das Integral zunächst in 
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Da &| nur Fniiktion von X^, nur Funktion von ^ ist, 
so zerfällt jedes Doppelintegral in das Produkt zweier ein- 
facher Integrale und man hat 



Birinnert man sich an die Werte yon und b^f so sieht 
man, daß jedes der Integrale ein elliptisches und fUr das 
Rotationsellipsoid, wo entweder « oder ist, 
durch gewöhnliche zyklometrische Funktionen ausdrückbar 
ist Die ganze geschlossene Oberfläche des Ellipsoides er- 
hält man natürlich, wenn man mit 8 multipliziert und 

— a] und als Integrationsgrenzen für X^, dagegen 

— al und — al als Integrationsgrenzen för ^ wählt 

§ 65. Kürzeste Linien auf dem dreiaohfligen ÜUipsoide. 

Wir wollen nun die spezielle Form entwickeln, welche 
die iI<iruil.;onsclie partielle Ditlerentialgleicluing iin Falle 
der Bewegung eines einzigen vollkommen freien materiellen 
Punktes von der Masse m annimmt, wenn wir dessen Posi- 
tion im Räume durch die drei elliptischen Koordinaten 
^19 K* ^ bestimmen, welche also jetzt die Rolle der früher 
T^^^ Ph**'P« bezeichneten generalisiertea Koordinaten 
spieien. 

Seien x.,, .Tg die rechtwinkligen Koordinaten des 
materiellen Punktes zur Zeit t. Während einer unendlich 
kleinen Zeitrf/ sollen dieselhen die Zuwüchse d:r^,dx.,,dx^ 
erfahren, während die dazu gehörigen Zuwächse der ellip- 
tischen Koordinaten dX^, dl^, äX^ heißen mdgen. Wir 
setzen wie in Formel 334) 



so d8& ds der während der Zeit dt zurückgelegte Weg, 
dajdf die Geschwindigkeit e des materiellen Punktes zur 
Zeit t und 





ds = ydxl dx:^ ^ dxl 
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dessen lebendige Kraft ist Da die Formel 334) für be- 
liebige Koordinatenzttwäcbse gilt, so muß sie auch fUr die 
wSlirend der Zeit dt eintretenden Koordinatenzuwächse 
gelten. Man bat also: 

wobei A'j, X'^, X'^ abgektürzte Bezeichnungen für die Diffe- 
rentialqnotienten der X nach der Zeit sind. Endlich wird 

~(^; X'l + ^ + AI X'l). 

Unser Bezept ging nun dabin, daß man zuerst in dem 
Ausdrucke für 7" die Momente q einzuführen, dann d Wjdp^^ 
für 9^ zu setzen und den so erhaltenen Wert von T in die 
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung 

zu substituieren habe. Unter don Momenten verstehen 
wir die partieller! T>ifVereiitialquütienien des Tnach den ver- 
allgemeinerten üesciiwindigkeiten, also nach A'j, A 3 und A3. 
E& ist also; 

?i =|^ = i«t^;A;, 

= |^ = i»»^;A;, 

Daher: 

^ m\Ä\ ^ AI ^ A\}' 

Hier haben wir noch für zu substituieren ö also 
in unserem Falle <? li ebenso für und q^ die Aus- 
drücke dWjdX^ und dWjdX^. Tun wir dies und sub- 
stituieren den so erhaltenen Wert von T in die Hamii- 
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toDsche partielle DifferentialgleichnDg, so folgt also 
schließlich: 

wobei V als eine gegebene Fiinktion der Koordinaten ^, 
X^y Ag und etwa noch der Zeit zu betrachten ist Haben 
wir ein vollständiges integral, also einen Wert von W ge- 
funden, welcher dieser Difrerentialgleiciiiiug genügt und 
außer der additiv zu W hinzukommenden noch drei will- 
kürlich voneinander unabhängige Konstanten enthält, so 
können wir daraus in der uns bekannten Weise die Be- 
wegangsgleichnngen herleiten. 

Wir betrachten ein zweites mechanisches Beispiel Ein 
materieller Punkt soll gezwungen sein, bei seiner Bewegung 
auf der Oberfläche eines dreiachsigen ElUpsoides zu ver- 
bleiben. Wir können die dem elliptischen £oordinaten- 
systeme zugranrlo liegenden Konstanten öj, a^, gleich 
den Halbachsen dieses ElUpsoides wählen. Dann ist /^ = 0 
die Grleichung dieses ElUpsoides, welche also der materielle 
Punkt während seiner ganzen Bewegung erfüllen muß* Seine 
Position auf dem Ellipsoid wird durch die Werte der 
heiden anderen elliptischen Koordinaten A| und be- 
stimmt. Da konstant gleich Null ist, so reduziert 4<js* 

auf A\dl\ -f A\ d^^i, daher T auf y (A\ X\ + A[ A'J) und 

die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung auf: 

^^ö) TT + iiilM'ei:) +2i(äir) J-^^^^- 

Falls außer den Kräften, welche den Punkt zwingen, 
auf dem Ellipsoide zu bleiben, keine anderen Kräi'te auf ihn 
wirken, ist V konstant» Setzen wir dann 

349) = r]<+ ü-, 

wobei U bloß Funktion von \ und l, sein soll und dem 
konstanten Faktor von t lediglich behufs Verein&chung 
der Rechnung diese spezielle Form gegeben wurde, so redu- 
ziert sich die Gleichung 348) auf 
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-.-ifKjVif&a' 

Da A3 SS 0 ist» so nehmen und wieder die Werte 346) 
an. Setzen wir außerdem noch ?7= Uy + U.^, wobei 
bloß Funktion von A^, bloß Funktion von /.^ ist, so 
reduzieren sich die partiellen Differeütialquotienten auf ge- 
wöhnliche und die Gleichung 350} verwandelt sich in 

Wir erfüllen diese Gleichung, wenn wir setzen 

Ans diesen beiden G-leichungen folgt, da bloß Funktion 

von und bloß 1^'unktion von ist 



^1 \ - «i • 



daher 

852) { \ I J _^ 

Alle die Substitutionen, welche wir da machten, waren er«* 
laubt^ da es sich bei Ableitung der Bewegungsgleichungen 
aus der Hamilton sehen partiellen Differentialgleichung, 
wie wir wissen, bloß darum handelt, ein vollständiges Inte- 
gral derselben zu finden, d. h. einen Ausdruck lUr TT, 
welcher ihr genügt und die nötige Anzahl unabhängiger 
willkürlicher Konstanten hat Der Ausdruck 852) aber ist 
ein solches vollständiges Integral, da er außer der additiv 
hinzukommenden Konstanten noch die zwei willkürlichen 
voneinander unabhängigen Konstanten und enthält 
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Setzt man seine partiell en DifferentialqaoüeDteii nach der 
einen nnd nach der anderen Konstante gleich einer dritten 
resp. vierten willkürlichen Konstanten, so erhält man die beiden 
Bewegungsgleichnngen. Da der partielle Differentialquotient 
Yon W nach cc^ die Zeit nicht enthält, so liefert er, gleich 
einer Konstanten ^ a^j2 gesetzt, die Gleichung der Bahn. 
Man erhält also für dieselbe 



wobei man sich für \ und 6, die Werte 344) und 845) 
substituiert zu denken hat^ so daß also die Integrale ultra- 
elliptische, für das Botationsellipsoid elliptische werden. 

Diese Gleichung enthält in Wirklichkeit nur zwei will- 
kürliche Konstanten a^al und u^al^ welche so bestimmt 
werden können, daß die Koordinaten des gegebenen Aus* 
gangspunktes des materiellen Punktes diese Gleichung be- 
friedigen und daß im Ausgangspunkte die Bichtung der 
durch diese Gleichung dargestellten Kurve die gegebene 
Bewegungsrichtung des materiellen Punktes hat. 

Läßt man auf einer KugelJläclie von einem Punkte A 
aus nach allen daran! möglichen Richtungen materielle 
Punkte ausgehen, aui weiche sonst keine Kräfte wirken, als 
diejenigen , welche sie zwingen , auf der Kugelfiäche zu 
bleiben, so beschreiben alle diese materiellen Punkte größte 
Kreise, w»;^lche sieh in dem A viti a vis liegenden Punkte B 
der Kugelfläche wieder treffen. Das zwischen ^1 und irp^f^rl 
einem anderen Punkte A^ eiups bolcheu größten Kreii^es 
liegendes Stück AA^ des gr()ßten Kreises ist so lange die absolut 
kürzeste Linie, die mau auf der Kugelfiäche von A nach 
ziehen kaun, als der Punkt B nicht auf dem Stücke AA^ 
zwischen A und A^ liegt. Im letzteren Falle, wenn also 
der materielle Punkt auf dem Wege von A nach A^ den 
Paukt B überschritten hat, ist der größte Kreisbogen ÄBA^ 
nicht mehr die absolut kürzeste, auf der Kugel liegende 
Verbindungslinie der Punkte A und A^j aber er ist noch 
ein Grenzwert, d. h. die Länge jeder anderen ihm unend- 
lich nahen Verbindungslinie ACA^ der Punkte Ä und 
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auf der Engel ist yon der Länge des größten Kreisbogens 
ABJ^ um eine GrOße yerschieden, die unendlich Hein 
höherer Ordnung ist, als der durchschnittliche Abstand 
irgend eines Punktes des größten Kreisbogens yon dem 
ihm zunächst liegenden Punkte der Kurve ACA^, 

Wenn man nun yon irgend einem Punkte A auf der Fläche 
eines dreiachsigen £llipsoides in i^leicher Weise nach allen 
Richtungen darauf materielle Punkte aussendet, auf welche 
sonst keine Exaft wirkt, als diejenige, welche sie zwingt^ 
auf der EUipsoidfläche zu bleiben, so schneiden sieb alle 
Bahnen dieser Punkte» deren Gleichungen alle die Form 
der Gleichung 358) haben, nicht mehr nochmals in 
einem und demselben Punkte, sondern sie haben vis ä yis 
yom Ausgangspunkte eine einhüllende, die sich nur dann 
auf den yis ä vis von A liegenden Punkt reduziert, wenn A 
auf einer der Achsen des KlUpsoides liegt. Das Stück jeder 
solchen Bahn, das zwischen A und irgend einem anderen 
Punkte A^ der Bahn auf dem Ellipsoide liegt, ist so lange 
die absolut kürzeste Linie, die man auf dem Ellipsoide 
zwischen A und A^ ziehen kann, als beim Übergänge yon 
A nach A^ kein Berührungspunkt mit jener einhüllenden 
durchlaufen wird. Ln letzteren Falle ist es noch immer 
ein Grenzwert, da, wie wir in § 39 aus dem Prinzipe der 
kleinsten Wirkung bewiesen, die Bahn eines von keinen 
Kräften affizierten materiellen Punktes auf einer krummen 
Fläche immer ein Grenzwert sein muß. Es ist aber üblicb, 
diese Babn ohne weitere Erläuterung als eine kürzeste 
Linie auf der betreö'enden Fläcbe zu bezeicbnen und des- 
halb nennen wir aucb alle durch die Gleichung 353) dar- 
gestellten Kurven kürzeste, loxodroine oder auch geodätische 
Kurven. Man sucht nämlich zu Schiff im allgemeinen in 
einer kürzesten Linie von der Ausgangs- zur Endstation zu 
steuern und in der Geodäsie wird die Entfernung zweier 
Orte der Erdoberfläche längs der kürzesten Linien gemessen. 

Die Abhängigkeit der Lage des betrachteten materiellen 
Punktes auf dem Ellipsoide yon der Zeit erhält man, wenn 
man den partiellen Differentialquotienten, der durch die 
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Gleicbung 352) gegebenen Ghröße W nach ct^ gleich einer 
neuen Eonstanten — setzt. Dadurch ergibt sich: 

Parans folgt: 

354^ VÄl-A^« _ V'^-i^x _ 4 

während die Differentiation der Gleichung 353) liefert: 
355) _ Ul£>_^==o, 

6, y«, — Ol A| bi kl — 

woraus durch Quadrierung folgt: 

^^^^ 6| («,-«, Ä,) *? K Jt» -«,)"■ 

Multiplizieren wir das Quadrat der Gleichung 354) mit a^, 
addieren dazu das mit ^ a^X^X^ multiplizierte Quadrat der 

Gleiclrun- 355) und die mit «2(^*~^2) multiplizierte 

Gieichitiig ^356), so ergil i sich mit Kücksicht auf die Deli- 
nition der Größeu >i durch die Gleichuugeu 346) 



Es ist also 4<yj das Quadrat des Bewegungsmomentes, 
also gleich m^e^. 

Die Geschwindigkeit o umgekehrt ist also 
während der ganzen Bewegung konstant^ wie es nicht anders 
zu erwarten war. Der während der Zeit i zurückgelegte 
Bogen 8 der loxodromen Kurve ist also gleich et und man 
erhält» wenn man in die Gleichung 853) sje statt t schreibt, 
die Rektifikation der Erfimmungslinien des dreiachsigen 
Ellipsoides. 

§ 66. Ein apezieiier i'aii dea Dieiküiperpiobiems. 

Wir wollen nun die Bewegung eines materiellen Punktes 
▼on der Masse m betrachten, welcher von zwei fixen 
Zentren P und P' angezogen wird und zwar von jedem nach 
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dem Newtonschen Gravitationsgesetze. Wir bezeichnen 
die Länge der Gferaden PP' mit 26, ihren Halbierangs- 
punkt mit 0 und betrachten zuerst den speziellen Fall, daß 
die Anfangsgeschwindigkeit zu Anfang der Zeit in der 
Ebene liegt^ die man durch Py P und die Anfangslage des 
materiellen Punktes legen kann. Der Punkt bleibt dann 
immer in dieser Ebene. 

Wir ¥^ihlen den soeben mit 0 bezeichneten Punkt zum 
KoordinatenurspruDge und ziehen die Abszissenachse OX^ so, 
daB der Punkt P auf der positiven Abszissenachse ^ der 
Punkt P' auf der negativen Abszissenachse liegt, die 
Ordinatenachse OX^ darauf senkrecht in der Ebene der 
Bahn, die Achse OX^ senkrecht auf die Bahnebene. Der 
materielle Punkt befinde sich zur Zeit t im Punkte A, dessen 
rechtwinklige Koordinaten x^, a-^. x.^ seien. Es ist dami 
Xj = 0. Wir konstruieren ferner ein elliptisches Koor- 
dinatensystem. Die Konstanten und desselben sind 
willkürlich, soll jedocii so gewählt werden, daß 

357) aj _ af = 

ist, daß also P und P' die Brenn jtnnkte der Kiniiseii und 
Hyperbeln sind, in denen die konfokalen Flächen zweiten 
Grades, weh-he die elliptischen Koordinaten detinieren, von 
der 0:3- Klienc geschnitten werden. Die betreffenden 
elliptischen Koordinaten des Punktes A seien A^, X^, l^. Da 
für diesen Punkt x^s^O ist, so ist auch A| =^a\. Die 
beiden zweischaligen Hyperboloide degenerieren in die x^- 
Ebene. Die Belationen zwischen x^, und K^, A3 finden 
wir, wenn wir in den Gleichungen 330), 331) und 332) 
setzen s aj, wodurch wir wegen Gleichung 357) 
erhalten: 

e'xl^ K+A,)(aJ+A,), 
e«a;;=-(a; + A,)(aJ + A,). 

Die Addition dieser Gleichungen liefert: 

«5 =«3 + <>J + K 1 . ' 

daher 

a;J + + = 2al + A, + A, « + toi 

BoUsmann, Mechanik II. IT 
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wenn wir 

setzen, wobei die Wurzeln immer mit ijositivem Zeichen zu 
nehmeu sind. 

Bezeichnen wir die Abstände AF und AF' mit r und 
r, so ist 

»• = ya?J + «»J + — -ßajj « tt?, — 



358} 



Die Vor/ eichen sind richtig, da r, /, w^ und «^^ positiv und 
mit Berücksichtigung des Vorzeichens > daher auch 
^3 > i Wenn und ^' Eonstanten sind, so ist die 
Eraftfimktion in diesem Falle: 

r w§ — wl ij — ' 

die lebendige £raft ist 

yj, nnd erhalt man, indem man wieder in den Formeln 335) 
setzt ss~. af, wodurch folgt: 

(ai + A^(ai + y » (ai + ^)(«| + A.) * 

Ferner ist statt und zu setzen dWjdk^ und ö JVjdk^, 
Es wird also 

Bevor wir dies in die Hamiltonsche partielle Differential- 
gleichung 301) substituieren^ wollen wir für und die 
Variabein und einführen. Ferner wollen wir noch 
setzen: 

359) Tr=<ifj<+ TTg + TFj, 

wobei TT, nur Funktion von oder m?,, TT, nun Funktion 
von A3 oder sein soll. £8 wird 
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und man kann setzen 

«Pj + 2m (k'-^ k) w, — 2m toi 
— 4- 2m(Ä + k')w^ — 2m «fj «>J . 

Die durch diese Gleichungen definierten ESinktionen 
TT, und sind elliptische und zwar erscheint TT, zunächst 
aU Funktion von Wj^, als Funktion von tp^ ; beide können 
daher yermdge der Gf^Ieichnngen 358) auch leicht als 
Funktionen Ton r und / ausgedrückt werden. Die Sub- 
stitution in Gleichung 359) liefert zunächst W. Dessen nach 
genommener partieller Differentialquotient liefert gleich 
einer neuen Eonstanten gesetzt die Gleichung der Bahn, 
wogegen man den zeitlichen Verlauf der Bewegung erhält» 
wenn man den partiellen Differentialquotienten von W 
nach gleich einer abermals neuen Konstanten setzt. 

Wir wollen nun wieder die Bewegung eines materiellen 
Punktes von der Masse m, der gegen zwei fixe Aiiziehungs- 
zentra P und P' mit der Kraft A/r* resp. k'jr'^ gezogen 
wird, betrachten, wobei wieder r und r die Entfermingen 
des materiellen Punktes zur Zeit t von P resp. P' sind. 
Ks soll aber die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit des 
materiellen Punktes nicht iri der durch seine Anfangslage 
und P und P' hindurchgeiiendeu Ebene liegen. 

"Wir wählen wieder den Halbierungspunkt der Ge- 
raden PF', deren Länge wir mit 2$ bezeichnen, zum Koor- 
dinatenursprunge, ziehen von O gegen P die positive Ab- 
Bzissenachse OX^, außerdem ziehen wir aber noch zwei 
beliebige fixe Koordinatenachsen OY und OZ auf OX^ 
senkrecht im Baume. Zudem wenden wir noch eine be- 
wegliche Ordinatenachse OX^ an, welche stets senkrecht 
zu OJT, immer in der durch OX^ und die augenblickliche 
Lage Ä des materiellen Punktes m gehenden Ebene X^OX^ 
liegen soll. 

17» 
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Die Koordinaten des Punktes A bezüglich des be- 
weglichen Koordinatensystemes OJ^ und OX^ sollen mit 
und bezeichnet werden. Der TeränderUche Winkel 
zwischen den Geraden OX^ und 0 7, also zwischen der 
fixen jc^Ebene X^ OFund der beweglichen a;y>£bene X^OX^ 
soll mit t^" hezeichnet werden. Dieser Winkel bestimmt 
die Lage der beweglichen as^-Ebene, während und ae^ die 
Lage des Punktes Ä auf derselben bestimmen. Durch die 
drei Variabein x^, x^ und & wird also die augenblickliche 
Lage Ä des materieUen Punktes im Baume eindeutig be- 
stimmt. 

Das Verhältnis der Variabein A,, zu d:^ x^ drückte 
in der eben gelösten Aufgabe eine rein geometrische Be- 
ziehung aus, welche bloß auf die Lage in der x^x^^Ehene 
Bezug hat und ganz davon unabhängig ist, ob diese Ebene 
tix ist oder sich bewegt.. Die geonietrische Lage des 
Punktes A auf der A'^ OA'.^- Ebene ist aber jetzt genau 
dieselbe, wie früher, als sicli der materielle Punkt in einer 
Ebene bewegte. Wir können also jet/.t damals die 

Variahein X.^ und statt und einführen. Es werden 
alle Gleichungen zwischen diesen vier Variabein, welche 
sich auf die geometrische Lage des Punktes 1 auf der 
^2 0X3- Ebene beziehen, vollkommen unverändert bleiben. 
Setzen wir wieder 

a] 4- Aj^ttjJ, aj + 

so wird wieder 

y ^ ]^ jf^— ^j '^a Ä + fe)<*^ 

r r' w| — »I 

Die Bewegung des materiellen Punktes während der 
Zeit dt kann in drei Komponenteu zerlegt werden: 

L Es^rtUjhst x^ um dx^. Dadurch rerschiebt sich der 
Punkt um das Stück dx^ in der Richtung OX^, 

2, Es wächst ii^ um dx^, dadurch verschiebt sich Ä 
um das Stttck dx^ in der Bichtung OX^. 

3. Es wächst & Jim d&. Die Verschiebung, welche 
durch diesen Umstand allein bewirkt würde, steht senkrecht 
auf den beiden früheren dx^ und dx^ und kann als ein 
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unendlich kleiner mit dem Badius beschriebener, dem 
Zentriwinkel d& gegenüberliegender Kreisbogen Ton der 
lj^jigex^d& betrachtet werden. Der gesamte yom materiellen 
Punkte während der Zeit dt beschriebene Weg ist also 

ds^^dxl +dxl+xld^K 

Nun bleiben aber die geometriseheu Beziehungen 
zwiöctieu Aj, X^^ und dieselben, düher ist 

4 (dx] + dxl) ^Aldll-^AldXl 

und wenn man wieder die Differentialquotienten nach der 
Zeit durch angehängte Öthche markiert 

daher 

r- f (^)'= + Aii'i + 4x1 *"). 

woraus sich die den generalisierten Koordinaten 
& entsprechenden Momente gleich 

?i ^ i w AI , = ImJl f , mxl ^' 
und daher 




ergibt Ehe wir dies in die Hamilton sehe partielle 
Differentialgleichung 

substitineren, haben wir darin für g^, g.^, q.^ die partiellen 
Diilerentialquotienten des W nach den Koordinaten, also 
ö Wjük^^ d und dWlSd- einzusetzen. Wir wollen 

für ^2 und die Yariabeln und einführen ^ er- 
halten also 

d w _ j_ dw^ ajF 1^ dw_ 

Diese Werte nebst dW/d^ sind in T für ^j, und zu 
schreiben. Femer ist 
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Endlich woHeii wir uoch setzen 

wobei nur Funktion Ton il, resp. w^^ nur Funktion 
von ^ resp. te», sein soll, so daß 

a^ ^^i' a^ ""^3» ö«.^ - av;^ ' " rfw» 

wird. Es verwandelt sich schließlich nach Multiplikation 
mit 2m(w\ -~ tc,) die Hamiltonsche partielle Differential- 
gleichung in folgende Gleichung: 

+ 2m(k — Ä'jwj + 2m{k' k)w^ + 2w«j — 2«i«j«;J = 0, 

Zu dieser Gleichung addieren und subtrahieren wir eine 
dritte JConstante und spalten sie dann in die beiden 
Gleichungen: 

(«i - (^d»;) ' - 2«.(A^ - i)», - 2« «. «;J - + «, , 

(«; - Oß2'= 2m(i + *>, - 2««.«.; - 0^ + . 

Aus diesen Gleichungen folgt als ultraelliptische Funktion 
von io^ und als ebensolche Funktion von Wy Die 
beiden Gleichungen der Bahn erhält man, wenn man die 
beiden partiellen Differentialquotienten des W nach 
und je gleich zwei neuen Eonstanten und setz^ 
den zeitlichen Verlauf der Bewegung aber erhält man, indem 
man den partiellen Differentialquotienten des W nach 
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gleich einer letzten Konstanten setzt Natfirlich bestellt 
die Gleichung der lebendigen Kraft und die auf die y%' 
Ebene bezügliche Flächenmomentengleichung, mit deren 
Deduktion aus unseren Schlußgleichungen ich mich aber 
nicht aufhalten will. 



VI. Methode der Variation der Konstanten. 

§ 67. Besiehnng dieser Hethode zu der der Vaiiationi- 
reehnung der reinen Mathematik. 

Schon in § 8, in dem niiclisten auf Entwicklung der 
Gleichung 53) folgenden Abschnitte, beschäftigten wir uns 
mit der Idee einer fortgesetzten Variation, bis man zu 
einem um Endliches verschiodeuen Zustande gelangt. Im 
IV. Abschnitte hatten wir es dann schon wiederholt mit 
dem RegrilVe des allniählichen ins^rganges der rein mathe- 
matischen Variation in eine kleine, durch physikahsche 
Ursachen bewirkte wirkliche Änderung der Bewegung zu 
tun. Damit ist aber Bedeutung dieses Begriffes für die 
theoretische Physik noch lange nicht erschöpit. 

Es gibt nämlich keinen ein/igen Naturvorgang, welcher 
sich in so einfacher Weise abspielen würde, daß er absolut 
exakt in Gleichungen gefaßt werden könnte. Glücklicher* 
weise ist jedoch häufig eine der wirkenden Ursachen hei 
weitem die ausschlaggebendste und man kann die Bewegung» 
welche durch sie allein erzeugt wurde, in Gleichungen 
fassen, welche die wirkliche Bewegung angenähert dar- 
stellen und gewisse Integrationskonstanten enthalten. 
Die übrigen wirkenden Ursachen werden dann als solche 
betrachtet, welche jene einfache Bewegung stören und die 
Werte der Integrationskonstanten kontinuierlich langsam 
yerandem. Diejenige einfache Bewegung, welche eintreten 
würde, wenn zur Zeit t plötzlich alle Störungen aufhören 
würden, und welche mit denjenigen Werten der Integration»- 
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konstanten fortginge, welche diese bei der wirkliclien Be- 
wegung gerade zur Zeit t haben, heißt die osknlierende ein- 
fache Bewegung. 

Diese Methode der Lösung komplizierter Probleme 
heißt die Methode der Variation der Konstanten. Ihre 
Durchführbarkeit beruht darauf, daß alle Ausdrücke nach 
Potenzen der als sehr klein betrachteten Störungen ent- 
wickelt werden und zuerst alle Potenzen mit Ausnahme der 
ersten vemachlässigt werden. Ist diese Recbmnig durch- 
geführt, so können dann die Glieder zweiter Ordnung eben» 
falls berücksichtigt werden u. s. f. 

So ist in erster Instanz die Wirkung aller Kräfte eine 
Störung und die geradlinige, gleichlöniiige Bewegung, welche 
eintreten würde, wenn in einem bestimmten ]\Ioniente alle 
Kräfte aufhören würden, die osknlierende. Kin geworfener 
Körper (Geschützprojektilj beschreibt in erster AnniUierung 
die Fallparabel, die St<)rung durch den Luft widerstand 
wird als klein ])etra,chtot. Reibung, Mittelswiderstand, 
elastische Nachwirkung, eloktrouiagnetisclie Dämpfung 
werden als kleine Stönmgen bei den Schwingungen von 
Peudehi, Ma^nieten, bei akustischen und elektromngnetischcn 
stehenden Schwingungen betrachtet. Die erste Anwendung 
und höchste Vollendung erfuhr jedoch diese Methode in 
der Astronomie, wo man die Bewegung jedes Planeten, 
Mondes oder Kometen unter dem Einflüsse seines Zentral- 
körpers als dessen ungestörte Bahn, die Einflüsse aller 
übrigen Himmelskörper aber als kleine Störungen derselben 
betrachtet. Obwohl uns daher hier die astronomischen 
Aufgaben ferner liegen, so werden wir doch nicht umhin 
können, sie als Musterbilder für eine Eechnungsmethode, 
die auch in der übrigen Physik täglich häufiger in An- 
wendung kommt» hier in den Vordergrund zu rücken. 

Die beschriebene Methode der Variation der Konstanten 
scheint der Idee nach grundverschieden von der in § 1 
definierten und in den folgenden Paragraphen verwendeten 
Variationsmethode der reinen Mathematik. Praktisch sind 
beiden Methoden die nächsten Verwandten, da beide auf der 
Voraussetzung beruhen, daß die Variationen so klein sind, 
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daß man die Glieder erster Ordnung für sich, die zweiter 
dayon getrennt wiederum für sich etc. betrachten dar£ 

Wir wollen nun die Methode der Variation der Kon- 
stanten näher folgendermaßen definieren: Es sei die Be- 
rechnung der Bewegimg eines mechanischen Sjrstems, in dem 
Kräfte tätig sind, die eine gewisse Kraftfunktion V haben, 
gelungen. Die Lösung enthalte die nötige Zahl Ton Inte- 
grationskonstanten. Es soll daraus, dadurch daß man statt 
dieser IniegratioTiskonstanteTi Funktionen der Zeit sub- 
stituiert, die Jjüsuiig einer anderen Aufgabe abgeleitet 
werderij wobei dasselbe mechanische System sicli unter dem 
Einflüsse von Kräften bewegt, welche eine etwus von V 
verscliiedcne Kraftfunktion F+ ß lialicn. Wir wollen 
dieses Problem zunächst nach der Lagrangeschen Methode 
behaudeki. 

§ 68. Lagranges Hilfssatz. 

Wir leiten vorerst eine allgemeine Relation ab. Es 
Sei genau wie in § 55 ein beliebiges meciiaiiisclies System 
gegeben, das durch die generalisierten Koordinaten 
bestimmt ist. Wir setzen Emiachheit halber voraus, daß 
zwischen diesen keine Bedingungsgleichungen bestellen und 
eine Kraftfun ktiou V existiei't, weiche nur die Koordinaten 
und eventuell die Zeit enthält. Wir bezeichnen wie früher 
mit y die (Tesoliwindigkeiten, mit 7 die Momente, mit Tdie 
lebendige Kraft, welche wir bei Bildung der partiellen 
Dilierentialquotienten als homogene tjuadratische Funktion 
der Geschwindigkeiten nusgedi'ückt denken und setzen 
F = T — V. Dann lauten nach 74) und 281») die Bewegungs- 
gleichuugen: 

Aus diesen Bewegnngsgleichungen können die Koordinaten 
als Funktionen von der Zeit t und 2s Integrationskon- 
stanten Ci, 0, . . . C2« gefdnden werden. Wir wollen nun den 
Werten sämtlicher Integrationskonstanten unendlich kleine 
Zuwächse ^C^, ... ^ (^2« ^^ü^i^* Dadurch werden die 
zu irgend einer Zeit gehörigen Werte der Koordinaten, 
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Geschwindigkeiten, Momente sowie alle Ausdrücke, welche 
Funktionen dieser Qrdßen und der Zeit sind, eben&lls 
unendlich kleine Zuwächse erfahren, die wir durch ein Tor- 

gesetztes ö bezeichnen wollen. Jeder derartige Ausdruck O 
kann, wie die Koordinaten, Gescliwindigkciteii und Momente 
selbst, als Funktion von i, Cj, . . . 62, ausgedrückt werden 
und es ist 

Die den Werten 0-^- SC der IntegrationskonsiMiten 
entsprechende Bewegung ist also eine spezielle yariierte 
Bewegung im mathematischen Sinne der Yariationsrechnung 
und wir knüpfen hier die Theorie der physikalischen nicht 
strenge unendlich kleinen Variationen TollstSndig an die 
der mathematischen Variationen an. 

Wir wollen nun noch ein zweites Mal den Integrations- 
konstanten (7^, » . , beliebige andere, Ton den $ C voll- 
sULndig unabhängige, unendlich kleine Zu^^ushse A Cj, 
J 0^ , . , J C^^ erteilen. Dann ist ebenso der dadurch er- 
zeugte Zuwachs des zu irgend einer Zeit gehörigen Wertes 
von O 

Der Zuwachs, welchen Ö G erfährt, wenn man darin die ü G 
und natürlich immer t unverändert, aber die C um J G 
wachsen läßt, soll mit AS Gy der von A G, wenn man bh)ß 
die Cum SC wachsen läßt, mit SAG bezeichnet werden. 
Dann ist oü'enbar 

2.» 2» 

361) AäQ^dAG^T^^^^^^SG^AG,. 

Lassen wir in d Hj dp\ oder dHjdj>^dxe C und $ C wachsen, 
so erhalten wir die Größen 

S f ^ und 
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and da die ^ C von der Zeit ganz unabhängig sind, so folgt 
ans 360) 

^- () — s 
ät dp'» dpn 

Ebenso tblgt 

d 4 d H A S H 

,. A ^-7 ^'-r 

dt Öp)^ öpn 

Wir subtrahieren die zweite dieser beiden Q-leichungen yon 
der ersten, nachdem vir die erste mit Apj^^ die zweite 
mit 8py^ multipliziert haben. Wenn wir noch 

einmal addieren, dann subtrahieren, so erhalten wir 

Wir wollen hier dem h alle Werte erteilen und alle so 
erhaltenen Gleichungen addieren. Da die durch S und J 
angezeigten Variationen Tollständig Toneinander unabhängig 
sind, so ist die Summe der beiden positiven Glieder, die 
man so rechts erhält, nichts anderes als SJE^ die Summe 
der beiden negativen aber nichts anderes als —ASH. Da 
uuu diese beiden Größen liuch 301) untereinander gleich 
sind, so verschwindet die rechte Seite und es wird 

1 1 

Da F die G^hwindigkeiten nicht enthält, so ist d Hjdp\ — 
dTjdp\^ qj^^ daher kann man die letzte Gleichung auch 
so schreiben: 

1 

Aus der Große 

363) ^^{^J>k^2u- ^QjPkl 

1 
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muß also, wenn man alles durch die C nnd deren Variap 
tionen und die Zeit ausdrückt, die letztere herausüallen. 
Diese Größe kann so ausgedrückt nur Funktion der C und 
deren Variationen sein. Die letzteren enthält sie natürlich 

so, daß jedes Glied ein ö C und ein J C als Faktor hat. 

Um zu zeigen, wie einfach der Sinn. dic3scr ßetnici.tungoii 
ist, wollen wir sie an einem ganz leichten Beispiple er- 
örtern. Bestehe unser System aus einem einzigen materielhm 
Punkte von der Masse eins, dessen Abszisse 7; sei und der 
sich auf der Ahszissenaclise unter Kinriuß einer Kraft — •!-]> 
bewegt, die ihn gegen den Koordinatcnanfangspunkt zielit 
und deren Intensität der Abszij^se j) i)roportional ist. Daun 
ist p ^ sin (a < 4- Cj), p — aC^ cos {a6 -t Cj) 

Sp = Sq 8in(a< + C^) + (7j ^ C^'C08(ai + C^) 

Öp = a () q cos {ai + Cg) — a ^ • 8XU (a 1! + C^) 

t Jp'— aAC^ COS (ä< + — a (?! J • sin (a t + C!j), 

daher 

J^j>==^C?j'JCicos(a<+ {7a) + ^Cjj2rCiC08(a<4- - 

— Oj ö J Cj sin (a / + C^) 

und derselbe Wert folgt für 8Ap. Es ist q^p'* Die 
Gleichung 862) besagt daher, daß ApSp' ^ Sp Ap' die Zeit 
nicht enthält, sondern nur Funktion der Integrationskon- 
stanten und ihrer Variationen ist. In der Tat folgt aus 864) 

ApBp'- dpAp = aC^{dC^ACi-J C\ Ö 6^). 

Wir wollen nun zur Methode der Variation der Konstanten 
übergehen. 

§ 69. Lagranges Methode der Variation der Konstanten. 

Es seien die 
365) p, p' und q 

als solche Funktionen der Zeit t und von 2« Integrations* 
konstanten C gefunden, daß die Gleichungen 360) erfÜUt 
sind, in denen die Eraftfunktion F einen bestimmt gegebenen 



€rh 866. 867.] VI. § 69. Lagranges Methode. 269 

Wert hat. Wir nennen die durch diese Werte der p be- 
stimmte Bewegung die ungestörte. Nun sollen zu den 
während derselben wirkenden Kräften Tioch sehr kleine, die 
störenden hinzukommen, wodurch der Wert der Kraftfunktion 
Ton F in V + Q ttbergehen soll. Q ist natürlich im all- 
gemeinen eine Funktion der Koordinaten und der Zeit, 
deren Wert aber immer Mein sei. Die unter der Mit- 
wirkung dieser störenden Kräfte stattfindende Bewegung 
nennen wir die gestörte. 

Die Gleichungen 360*^) für dieselbe unterscheiden sich 
Ton den Gleichungen 860) bloß dadurch, daß V '\- Q m 
die Stelle von V tritt und wir stellen uns die Aufgabe in 
die Werte 865), welche die Gleichungen 860) für die un- 
gestörte Bewegung befriedigen, statt der Konstanten 0 solche 
Funktionen der Zeit zu setzen^ daß die hierdurch erhaltenen 
Variabein 

360) p, Pf q 

die Gleichungen 360"^ für die gestörte Bewegung erfüllen. 

Da nun die' C variabel sind, so werden sie während 
der Zeit dt gewisse Zuwächse d(\y dC^* » *dC^^ erfahren 
und wir wollen den Zuwachs, den irgend eine Funktion der 
Variabein 865) dadurch erfährt, daß man darin bloß den G 
diese Zuwächse erteilt, durch Vorsetzen des Zeichens d^ 
ausdrücken. Dieser Zuwachs ist bloß durch eine kleine 
Veränderung der Werte der Integrationskonstanten ent- 
standen und hat daher ganz die Eigenschaften der früher 
mit 8 oder A bezeichneten Zuwächse. Dann ist also 

dPh _ rf^Ä , dtj>> 
dt ^ dt dt ' 

wobei das erste Glied rechts den Difrerentialquotienten 
des nach der Zeit bei konstanten C ausdrückt. 

Ks sollen nun die 2s Größeu 0 so gewählt werden, 
daß für jedes h 



ist. Die physikalische Bedeutung der letzten Gleichung 
kann man sich folgendermaßen klar machen. Wenn man 
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aus den Variabein 365) die Variabeln 366) bildet^ d. h. statt 
der C diejenigen Funktionen der Zeit setzt, welcbe wir 
finden werden, so erhält man die gestörte Bewegung. Wenn 
man nun von irgend einer Zeit t an plötzlich den C diejenigen 
konstanten Werte erteilt, welche sie gerade zu jener Zeit 
haben, so stimmen sowohl die Werte der p als audi der p' 
genau mit jenen überein, welche diese Größen hätten, wenn 
die C variabel blieben. Man erhält also durch diese 
Operation die Bewegung, welche das System in der Folge- 
zeit machen wurde, wenn zur Zeit t ohne Änderung der 
Positionen und Geschwindigkeiten der Systempunkte die 
störenden Kräfte plötzlich aufhören würden. Man nennt 
die Bewegung, welche dann emua.te, die oskulierende un- 
gestörte Bewegung. 

Wenn z. B. V die Kraftfunkti(>n der Sonnenaii/M liuiii^ 
auf die Erde, Q die der anderen Himmelskörper ist, so 
liefert die plötzliche Konslantsetzung aller C die lllllipsse, 
welche die Erde um die Sonne beschreiben würde, wenn 
plötzlich alle Störungen aufhörten. Nocb einfacher: wenn 
wir das übergewicht an der At wo od sehen Fallmasehine 
als Störung und Q als dessen Kraftfunktion ansehen, so 
erhalten wir dnrch plötzliches Konstantmachen der C die 
Bewegung nach Abheben des Übergewichts. 

Wir können daher die gestörte Bewegung so auffassen, 
als ob in jedem Zeitmomente die oskulierende ungestörte 
Bewegung statthätte, sich aber deren Integrationskonstanten 
allmählich mit der Zeit ändern würden; z. B. die gestörte 
Erdbahn so, als ob sich die Erde immer in einer Ellipse 
um die Sonne bewegte, deren Achsen, Ebene etc. sich lang- 
sam änderten, den freien Fall so, als ob die Bewegung in 
jedem Augenblicke gleichförmig wäre, aber die Geschwindig- 
keit sich mit der Zeit änderte. 

Die Variabein 366) sollen nun der (Jleichung 360*) 
genügen, welche man aus 36u) erhält, wenn man F-f Q 
statt V substituiert und welche wir so schreiben können: 

dt dp\ dps dpx dpjä ' 
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Die Querstriche drücken aus» daß überall die Variabeln 366) 
statt 365) substituiert sind. Nun sind sowohl die p als 
auch die p' genau so Ti^ie die p und f aus der Zeit und 
den 0 zusammengesetzt; nur daß in den ersteren die C als 
Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Daher sind auch 
F, f, dTJöJ^, dY[dpl und dTjdp^ die gleichen Funk- 
tionen der Zeit und der C wie die entsprechenden nn- 
gestrichenen Größen; nur daß wieder die C Funktionen der 

d d T 

Zeit sind. Dies muß bei Bildung von -jj beachtet 

werden. Wir denken uns daher in d Tjd p\ die p und p' als 
Funktionen der Zeit und der C ausgedruckt und bezeichnen 
durch Weglassung des Querstrichs ihren Differential- 
quotienten nach der Zeit bei konstanten O, durch das vor- 
gesetzte aber den Zuwaclis, der durch bloße Veränderung 
der C eintritt, alao du; iMirenschaften des früher durcli das 
Zeichen ä oder J ausgedruckten Zuwachses hat. Dann 
ist also 

dt dj/ü dt dp\^ dt dpf,' 

Substituieren wir alle diese Werte in die Gleichung 360*], 
so folgt; . 

^ dt dp*"*" dt dp'k'^ dpk dpk dp%* 

Denken wir uns nun die p und p' als Funktionen der 
Zeit und der C ansgedrttckty so sind die in dieser Gleichung 
vorkommenden Großen 

d_ BT WT dV 
dt dp\* dph dpn 

identisch ebenso aus t und den C zusammengesetzt^ wie die 
Größen 

_d_ d_T_ ^ ar 

dt dp^H dpf, dpu 



der Gleichung 360). Letztere Größen erfüllen aber dann 
letztere Gleichung identisch, d. h. alle Werte der O und 
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des t Daher tilgen sicli auch die entsprecbenden G^lieder 
identisch in der Gleichung 368) und diese reduziert sich auf 

^^^^ -dlWn W.' 

Da nun Q ein kleines Zusatzglied ist, so werdon sich 
auch die Werte der Variabein 366), wenigstens wenn die 
verstrichene Zeit nicht zu lange ist, nur wenig von denen 
der Variabein 865) unterscheiden. Wir können daher an- 
genähert in der ohnedies kleinen rechten Seite der letzten 
Gleichung letztere für erstere schreiben und die C konstant 
ansehen und erhalten: 

369) <ft dT ^ an 

i dt dffx dpH 

Dies sind « lineare Gleichungen zwischen den Größen 
dCjdt, Die Gleichungen 367) stellen nochmals 8 lineare 
Gleichungen zwischen denselben Ghrößen dar, so daß alle 
diese Großen als Funktionen der Zeit bestimmt werden 
können. Ihre Werte für eine bestimmte Zeit stellen die 
2 s Integrationskonstanten dar. 

Die 28 linearen Gleichungen fiir die dCjdt werden 
am leichtesten auf einem Umwege gelöst. Wir erteilen zu 
diesem Behufe bei der ungestörten Bewegung den C ganz 
willkürliche unendlich kleine Zuwächse AG^, AC^, * »AG^^ 
und bezeichnen den Zuwachs, welchen die Variabeln 365) 
und irgendwelche Funktionen derselben dadurch erleiden, 
durch das vorgesetzte A. Wir multiplizieren ferner die 
Gleichung 3l)9) mit Aj^, die Gleichung 368) mit Aq^^ 
und addieren alle diese Gleichungen, in denen dem h alle 
Werte von 1 bis s zu erteilen sind, dann folgt: 

Hier wurde wieder für dTldp\ geschrieben; femer be- 
deutet links die Größe q^^ den Zuwachs, den qj^ erleidet» 
wenn die C irgendwelche Zuwächse dG^, d G^ , , , d 0^^ et'^ 
fahren, hat also denselben Sinn, wie die in 362) mit Sq^ 
bezeichnete Größe. Nur daß bei d^ qj^ die Zuw&^hse der G 
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mit dCf bei dg,^ aber mit SC bezeichnet wurden. Ja es 
sind die <2 C im Grunde auch willkürlich Zuwächse, da ja Q 
ganz nach Belieben gew&hlt werden kann. 

Es wird daher nach Gleichung 362) der Ausdruck 

B71) %^PH^9H-^QAPj)y 

wenn mau alle p, p' und q durch die C und ausdrückt, 
nur eine Funktion der Integrationskonstanten C und ihrer 
Zuwächse A C und d C sein können. Natürlich mu& er so- 
wohl bezüglich der <i C als auch bezüglich der J C linear 
und homogen sein, wie d^ Ausdruck 363) bezüglich der 
d 0 und A C. Auch rechts können wir in Gleichung 370) im 
Ausdrucke für Q die p durch die C und t ausdrücken. Da 
A Q der Zuwachs ist, der bloß dadurch entsteht, daß die 
C um die A C wachsen, so ist 

2a 

öSi. 



Nun sind aber die A G vollkommen willkürlich. Wir können 
daher links und rechts die mit je einem A C multiplizierten 
Glieder für sich einander gleich setzen. Wir erhalten so 
jedes diijd C als lineare Funktion der d (-dt, deren Koef- 
fizienten nicht die Zeit, nur die 0 enthalten, da die ganze 
linke Seite der Gleichung 370) die Zeit nicht enthält. 
Durch Auflösung dieser Gleichungen nach den dCjdt er- 
halten wir unii^pkehrt letztere als lineare Funktionen der 
öQjdC, deren Koeffizienten natürlich wieder nur die G, 
nicht die Zeit enthalten. 

Die letzteren Gleichungen erhalten wir noch kürzer in 
folgender Weise: Wir bezeichnen die Werte der p und q 
flir die Anfangszeit mit p und q. Wir können dieselben als 
die Integrationskonstanten C wählen, also die Yariabeln 365), 
und dah^ auch die Größe Q der rechten Seite der 
Gleichung 370) durch t und die p, q ausdrücken. D& AQ 
der Zuwachs ist, den diese Größe bloß dadurch erfährt, daß 
die Integrationskonstanten die mit A bezeichneten Zuwächse 
erfahren, so wird dann: 

BoltsnanD, Mimhinlk II. 18 
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372) ^ß-^df^O' + IS^^')- 

L 

Die linke Seite der Gleichung 370) reduziert sich für die 
An&ng8zeit auf 

3T8) 

1 

und da sie die Zeit nicht explizit enthält» muJi sie zu allen 
Zeiten diesen Wert haben. 

Der Index 1 heii^ Differentialzeicben kann jetzt weg- 
bleibeuj da pj^ and q,^ die Integrationskonstanten seihst sind, 
also Yon den Yeränderungen, die sie erleiden, wenn man 
unter Konstanthaltnng der Integrationskonstanten die Zeit 
wachsen läßt, keine Bede sein kann. Man erhält also, wenn 
man in 370) die Werte 372) und 373) substituiert: 




1 



-0 



und da die Werte sämtlicher Integrationskonstanten und 
daher auch der mit J bezeichneten Zuwächse derselben 
wülkarlich sind, so folgt 

q74\ ^ rfftfc _ dSi 

^* ' dt " d)^' dt " aq»' 

Wollen wir lieber irgendwelche andere Integratious- 
konstanten C^t 0, . . . (7,^ einführen, so können wir diese 
als Funktionen der q und umgekehrt ausgedrückt denken. 
Es ist also 

dt ^ Vöt>A dt aq» dt]* 



daüer nacli Substitution der Werte 374) 
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Nun ist aber 



375) 



8Jl 




1 




1 



wobei symbolisch gesetzt wurde 



1 




Wir haben bewiesen, daß die Koeftizienten der Giti- 
chungeD, welche die dCjdt durch die dQjöG ausdrücken, 
nur Funktionen der Integrationskonstanten sein können, ea 
sind also die (0/ , Cj) konstante Größe. Natürlich ist der 
Zeitanfang vollkommen willkürlich ; man kann also statt der 
p, q wieder die zu einer beliebigen Zeit t gehörigen Werte q 
setzen. Die Größe 



ist dalier mit 377) volikommeu identisch und ebenfalls nur 
Funktion der Iiitegraiiuu.skuuHtanten oder eine reine Kon- 
stante. Wenn daher = (). und i// = zwei beliubige 
integrale der Beweguugsgleichungen 360) sind, wobei /jr und 
Funktionen von i und den p und q sind, so muß der 
Wert der Größe 



wieder von der Zeit unabhängig sein. 

Dieser Satz wurde von Poisson gefunden. Jacobi 
erkannte, daß er auch zur Ableitung eines neuen Integrales 

18* 



379) 
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ans zwei gefundenen benutzt werden kann. Sobald nämlicb 
ans \ff) nicht alle und q identisch herausfallen, so wird 
immer die Gleichung 

1^) = konst. 

Ton denjenigen Werten der p und q, welche den Bewegungs- 
gleicbungen 360) gentigen, erfüllt. Diese Gleichung ist also 
jedenfalls ein Integral der Bewegungsgleichungen. Sie mu& 
aber nicht ein neues sein. Sie kann auch eine Kombination 
der beiden benutzten Integrale ^ » CJ^, tp^C^ sein, so daß 
sie Yon allen Werten der py q, welche diesen Gleichungen 
genügen, ebenfalls erfüllt wird. Sie kann auch ein anderes 
schon bekanntes Integral sein. 

§70. Beispiele. 

Sei ein System materieller Punkte gegeben, far welche» 
bezüglich zweier Koordinatenachsen, z. B. der a> und ^Achse, 
die Gleichungen des F19,chenprinzips 

380) ^WjCffft^tT^^-Äft^O«», ^m^(»i,x\^xj,x'^=h 

gelten. Dann können wir diese beiden Ausdrücke als (p 
und 1//, die rechtwinkligen Koordinaten aber ab p wählen. 
£s reduziert sich {tp, tp) auf 

n n 

%ry 1 (da db da db\ / , 

1 1 
Da dieser Ausdruck nach dem Poissonschen Satze kon- 
stant sein muß, so lehrt dieser, daß, wenn für ein System 
die beiden Gleichungen 380) bestehen, daraus die Eichtig- 
keit der analogen Gleichung für die dritte Koordinaten- 
achse folgt 

Hat man aus 376) die p in weiterer Annäherung ge- 
funden, wobei rechts die C7 als konstant betrachtet werden 
können, da ihre kleinen Änderungen mit den kleinen Größen 

de? multipliziert sind, so erscheinen daselbst zu den Inte- 
grationskonstanten gewisse kleine Funktionen der Zeit addiert 
Man kann diese korrigierten Werte in einsetzen und nach 
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Potenzen der neu hinzugekommenen Glieder entwickeln. Man 
erhält dann zu dem Werte des Hf den vir bisher benutzten, 
noch ein Glied hinzu. Man kann nun wie früher die Inte- 
grationskonstanten wiederum so yarüeren, daß die Werte 
der p die Bewegungsgleichungen inklusiTe der neu hinzu- 
gekommenen Glieder erfüllen und schließlich in dieser Weise 
die Annäherung so weit treiben, als man will 

Als Beispiel betracliteii wir wieder den Fall, wo die 
Abszisse p eines auf der Abszissenachse beweglichen mate* 
riellcu Punktes durch die Gleichung 

881) 

bestimmt ist Das letzte Glied sei die störende Kraft. Für 
die ungestörte Bewegung ist 

382) Cosa ^H--^ sin« <«(7i sin (a^ + O,), 

q =p'» — apainat 4* qcosa^ = a cos{ai -f C^). 
Daraus folgt: 

d Q A 
SS fi^p cosa^ 4* siuo^, Ap ^ A pcosa^ ■\- —-siRai 

^ qss ^adpsinai'^'dqGosaif Aqss ^aJp at^^-Aq hob ai 
d^qAp^ d^pAq^ dc^Ap-^dpAq^^A Üdt, 

wobei in zu setzen ist ^ = p cosa/H--^8ina^. Daher folgt 
ooQ\ dp dSi dq BSl 

Lautet die Gleichung 38 1) ao : — — a^p + /"(^ , so ist 

ß = — = - p/'(^cosa* — ^f((j^at, 
Es folgt daher aus 383) 

884) V «--^JrtO sin (a^)<i<, q=j" f{C)cos(ai^di, 

Man sieht leicht, daß die hier behandelte Methode in diesem 
einfachen Falle mit der Methode identisch ist, nach welcher 
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ans dem allgemeinen Integrale einer linearen Differential« 
gleichnng ohne zweiten Teil das der entsprechenden mit 
zweitem Teile abgeleitet wird und welche man gemeiniglich 
ebenfalls die Methode der Variation der Eonstanten zu nennen 
pflegt. Wollte man die Eonstanten C einfahren, so wäre 



= arctg ~^ ^ ai arctg — , 

(c„q)-(c„c,)-o, 

bt\ d4) df) d(\ aCi* 
Ü^ - f{t) sin [a t+C^]. 

Die Gleichungen 376) gehen daher über in 

385) i^.m^-at+C,). ^ — £|8m(«H+(7.). 

Würde man aus den Gleichtingcn 385) €^ und exakt be- 
stimmen nnd diese Werte in die Gleichung 381) substituieren, 
so würde man eine exakte Lösung der Aufgabe erhalten, 
dagegen nur eine angenäherte, wenn man die Gleichungen 885) 
dadurch in lineare verwandeln würde, daß man anf der 
rechten Seite dieser Gleichungen, wo noch der sehr kleine 
Faktor f{t) dabei steht, und als Konstanten ansähe. 
Jedenfalls aber erhält man eine exakte Lösung, wenn man 
die Werte 384) für p und q in die Formel 382) einsetzt, 

und bloß als F unktion der Zeit gei^t bjii ist- Entliült 

es dagegen noch p, so kann man folgendes sukzessives An« 
näherungSTerfahren einschlagen. Man gibt den bisher mit 
0 und q bezeichneten Konstanten den Index Null, den 
variabeln Größen, welche bei der zweiten Annäherung sich 
7\\ ihnen dazu addieren, den Index Eins, denen die beim 
dritten frrade der Annäherung sich weiter dazu addieren, 
den Index Zwei etc. Dann ist in erster Annäherung 



GL 385.] VI. §70. fieispiele. 279 

j» = p^, COS (a /) + ^ sin [a t) , 

Q aber, welches wir als Funktiouen von p und t in der 
Form Si {p, l) sclireiben, gleich 

Si^^il cos a < + sin a ^ j . 
Man erhält daher statt der Formeln 383) 

Dabei sollen i^', . . . die sukzessivTii partiellen Ableitungen 
des Q nach p sein. Der Index Null bedeutet, daS hinterher 

p^cosat + ~- sin at für ^ zu setzen ist. Es ist also in 

zweiter Annäherung 

« (j)^ + Pjjcosaf + ^" ^~9i8ina< 
und zu tritt das Glied hinzu: 

cos a < + -Sl sin a <j Q'^ = . 

Man erhält daher eine weitere Annäherung, wenn 
man zu und noch die Größen p^ und addiert 
Dabei ist: 

^ j dt = ~h ^ " ^ [^'^^ ^ ^ X^'* siu tt i (i ^ — 

— sin a tjd t sin a i cos a ^ . 
Ein analoger Ausdruck folgt für q^ = Jd Der Wert 

P = (Po + Vi + Pjcos«« + ?JL+^Ji Sinai 

bildet also den dritten Grad der Annäherung. Die Inte- 
grationen reduzieren sich, wenn Sl als Funktion Ton p und 
t gegeben ist, auf Quadraturen, die aber natürlich bald sehr 
weitschweifig werden. 
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§ 71. Direkte Methode der 7aiiation der Konstanten. 

Die bislier befolgte Lagrangesche Methode gewährt 
zwar manchen Einblick in den inneren Zusammenhang; doch 
ist sie immerhin mehr indirekt. Wir wollen daher die im 
§ 69 gewonnenen Eesultate unabhängig von der dortigen 
Beweisführung nochmals ableiten. Wir fuhren sogleich die 
Variabeln p und q ein, schreiben also die Bewegungs- 
gleichungen libr das unTariierte Problem in der Form: 

^^^f Tt^b^* Tt Wh* 

für das variierte aber in der Form; 

387\ 1^ s ~- ^ s= — ^ — 

' dt dqn dt dpH dp,/ 

wobei T die lebendige Kraft, V die Kraftfanktion des 
unvariierten , V + Ü die des variierten Problems und 
T+ Vist 

Es seien (7|, C?, . . . C^^ willkürliche voneinander unab- 
hängige Kostanten, 

die Integrale des unvariierten Problems also der Glei- 
chungen 386), so daß 

389) 4;? + - 1'^- lA = 0 

' dt * ^ \dpu öqh dqK äp^J 

ist. Wir wollen nun die C^. gleich solchen mit einer 
willkürlichen Konstanten vermehrten Fiinktxüncii der Zeit 
setzen, daß 666) die Integrale des variierten Problems, also 
der Gleichungen S87) werden. Aus 8SS) folgt zunächst: 

-dt^TT-^j^'[d^,~dT'^JJ,~dT)' 

Solange die C konstant sind, müssen die Gleich- 
ungen 388) die Integrale der Gleichungen 886) sein. Die 
bei Konstanz der G aus 388) gebildeten Werte von 
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dt * dp^ dy» 

müssen daher die CTloichungeü 3S9) identisch erfüllen. Unter 
Berücksichtigung dieses Umstand es erhält man, wenn man 

in Gleichung 890) für ^ und ihre Werte aus 387) 

dt fit 

substituiert» was erlaubt ist» da ja die C so als Funktionen 
der Zeit gewählt werden sollen, daß die Gleichungen 387) 
ermUt sind 



dt ^ Ö3» dp» 

Dafür kann man auch schreiben: 



da ja ß die q nicht eiiUiält, daher öß/ö^^ = 0 ist. Da 
ß klein ist, können in der letzten G-leichuTit? rechts für p 
und g die für das unvariierte Problem weitenden Funktionen 
der Zeit gesetzt werden. Wir wollen nun die partiellen 
Differential quotienteu d cf^ l^p^ . . . einfach mit d C\jöpj^ . . . 
bezeichnen, um nicht beide Buchstaben rf und C mit- 
schleppen zu müssen. Daher schreiben wir auch in Glei- 
chung 391) d Cjdpj^ und d C^^ldq^ für d(p jdpj^ uadL d<p/dqj^. 
Denken wir Si durch t und die C ausgedrückt, so wird 

dPh ~ dCt dph * &qh ^.-i-» oCi dqn * 

daher verwandelt sich Gleichung 391) in 



2« 



wodurch die Gleichung 376) in einfachster Weise bewiesen 
ist. (C^, ist wie dort durch die Gleichung 879) gegeben. 
Doch haben wir hier keinen Beweis erbracht, daß nicht 
(C^, außer den C auch nodi die Zeit explizit enthalten 
könne. Es hat jedoch keine Schwierigkeit diesen Beweis 
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ebenfalls direkt zu fahren. Seien C^^fpijpy q, und 
— %ff{pf q, ij zwei der Integrale 388], so ist nach 379) 
die Definition yon (Cj^, die folgende: 



daher ist 



393] 



(0,, 0,) 



dt 




! \dPh Bqn dg* dp,,} ' 




IJJL 



dt dqk ^ dqk dt dpn 



^ d<f> d_ dp ^ dyf d_ dip\ 
dqn dt Bph Bpk dt Bp% ) ' 

da (f = Cj. ein Integral der Gleichungen 386) ist, so hat 
man analog mit 389) 



ö «r / o (T d E _ Bq 8^B \ 



dt 



Drircli partielle Differentiatiou dieser identischen Glei- 
cliungeu nach oder q^^ folgt 



' '-jLi\dpH&qL dp, ' dq.- BpiBp, 



dtdpk 



d V. . V </ 



ö*v BE B<F B*E 



BpiBpj, Bqi Bpi BpnBqt 



) 



395) 



6» <r 

BtBq,, 



2' \ / ^'y BE^,d_^ B*E 
. \Bq%Bqt Bpi Bqt BptBqn 



äpiöqn äqi 



Anderseits folgt direkt, indem man wieder für dpjdt 
nnd dqjdi die Werte 886) substitniert: 



di\Bpn} BtBp^ ^ jLj \ 



BphBpt Bqt Bpti Bqi 



Bpil 



(! ( B(r_\_ <r , ^( T B E_ d '-rr dB\ . 

ätiSq^j^ dtdqt jiL'\BpidqH dqt BqkBqt Bpi)' 
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die Sabstitution der Werte 394) und 395) in diese Glei- 
changen liefert: 

Die Werte von -yiii-^^ U"'^ Ak-^) findet man, m- 

dem man i// mit <p yertauscht. Substitniert man diese vier 
Werte in 393), so erhält man rechts eine Doppelsumme, in 
der sich, wie man leicht sieht, je zwei Glieder heben. Es 
folgt also d(Cj^^ C^ldisnsO, {Cj^ C,) kann die Zeit nicht explizit 
enthalten. 

§ 72. Einfahmng der Hamiltonschen Xonstanten« 

Wir haben das Problem jetzt in der a11p:eTncinstt.'n 
A^'oise ^elö^t und in den (Tieicliungen 392) ganz beliebige 
IiitegratioDskonstanten eingeführt. Diese Gleicliimgen vcr- 
emfaclien sich, wie .lacohi gezeigt hat. enorm, wenn man 
solche Integrationskonstanten einführt, wie man sie bei der 
Integration der Differentiaigleichnngen 386) des ungestörten 
Problems nach der Hamiltonschen Methode erhält 

Man bat da zuerst ein Tollständiges Integral der 
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichnng 

d W 



dt 



zu suchen, welches voneinander unabhängige Kon- 
stanten f!'j . ' ^ ■ enthält, von denen keine additiv zu 
II hiiizuKommt. Die Gleichungen 

396) a^T-A, j^-ßt'-T^-ß» 

sind dann Integralgleichungen der Gleichungen 386), d. h. 
sie drücken die p als Funktionen der 28 willkürlichen 
Integrationskonstanten a und ß so aus, daß die Glei- 
chungen 386) erfüllt sind. Die a und ß sind also 2b will- 
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kürliche Integrationskonstanten und da die Formeln 392) 
von beliebigen derartigen Integrationskonstanten gelten, so 
müssen sie auch von den a und ß gelten. Wir können 
diese so als Funktionen der Zeit mit additiven willkürlicben 
Konstanten bestimmen, daß die Gleichungen 396) die Inte- 
grale der Gleichungen 387) sind. Dazu ist erforderlich, 
daß die a und ß den den Gleichungen 892) analogen 
Gleichungen: 



397) 



1 

I»# _ l=a 



i-1 iwi 



genügen. Es ist 

898, („,„J=V(4^4^_4^|^) 

und ähnliche Bedeutungen haben {cij^, und (/S^, ß^. Hierbei 
ist jedoch jedes ce oder ß als Funktion der pj q und von i 
ausgedrückt zu denken. 

Wir wollen Kürze halber jede partielle Differentiation 
Ton W nach durch den oben angehängten Index h, jede 
nach p^ durch den unten angehängten Index k markieren, so 
daß z.B. 

* * dpi dpt d «g d «4 

ist. Dann können wir die Gleichungen 396) so schreiben 

399) = 

wogegen die q aus den Gleichungen 

400) « q^ 
folgen. 

Wollen wir die in 398) vorkommende Größe dce^ldpj^ 
bestimmen, so haben wir p^^ und dpj^ wachsen zu lassen; 
dagegen alle übrigen p und alle q und t als Konstanten an- 
zusehen. Sämtliche ie werden sich dabei vei^dem. dcif^ sei 
der Zuwachs von Ks folgt daher aus 400) 
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401) 



« » • • 



Wl da^-^ W; da^ . . » IVl da^ + ^Kh^Ph ~ ^' 



Setzen vir 



402) 



* • • . 



und bezeicbnen die Unterdetermiuante nach Wl mit 
setzen also 



403) 

80 folgt aus 401) 



Hier ist aber dce^^ derjenige Zuwachs des u^, der entstand, 
indem nur p^^ nnd dp^^ wuchs^ während die übrigen p und 
alle q konstant blieben. Es ist also die so berechnete 
Größe ducjdp^ das, was in 898) mit dcejdpj^ bezeichnet 
wurde und man hat 



404) 



Will man d ccjd q^^ finden , so sind alle p und alle q 
außer konstant zu lassen. Daher folgt aus 400) 

• • • • 

Wl^xda^-^ Wi^xda ... Wl^^ds =0. 



Daraus ergibt sich dcejdqj^ also die in 898) mit da^jdqj^ 
bezeichnete Grdße, gleich 



405) 
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Aus 399) findet man, wenn alle p konstant sind 

406) rfft = W^^da^ + W^^da^ . . . W^du,. 

Wir wollen nun auch alle q bis auf konstant, letzteres 
aber um dq^^ wacliseii lassen. Die Quotienten vou dq^^ in die 
dabei entstehenden Zuwächse von dß^^, da^, da^... sind 
die von uns rait d ß^jd q^y da^jdq^^ . . . bezeichneten Größen. 
Die Division von 4ü6) durch dqJ^ liefert daher 

407) ^«VfFi*|ili. 

Sind endlich alle q und alle p bis auf ji^^^ konstant, 
welches letztere um dp^^ wächst, so folgt aus Ö99) 

» 

1 

und die Division dorch dpf^ liefert 

408) « TF» + y! ^ . 

Substituieren wir in 

die Werte 404) und 405), so folgt 

In dieser Doppelsumme ist der Koeffizient von Wj^^ 
gleich und entgegengesetzt bezeichnet, wie der von W^J^, Da 
aber PT^.sa IF;.^, so hebt sich das Glied mit TT^, gegen das mit 

W^^^ und daher heben sich ftberhaupt je zwei Glieder der 

Doppeiüumme gegenseitig und man hat also 

4XÜ) («^,a^ = 0. 

Wir wollen nun in den Ausdruck 

\ vrv V l' k/ ^ \^f^^>^ tiPh 

Aal 
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zün&chst nur för 

M und M 
die Werte 407) und 408) substituieren. £a folgt 

-Ii? »^'^ H-S S 1^ - it te) ■ 

Asl jsl Avl 

Im zweiten Addenden rechts ist die nach h genommene 
Doppelsumme nichts anderes als (utf^.tn^ verschwindet also 
nadi 410). Im ersten Summanden substituieren wir für 
dajdqf^ den Wert 405). Nach einem bekannten Satze der 
Determinautenlehre ist gemäß der Definitionen 402) und 403) 

gleich Null oder gleich je nachdem k gleich l oder 
davon verschieden ist Daher ist auch 

^ l /9J = - 0?t, flf») = 0 für Ä^/. 
Substituiert man endlich in 

die Werte 407) und 408), so erhält man drei Glieder. 

1. Die dreiüftche Summe 

^ ^ ^ \dp% dqk dqn d Pk} 

welche verschwindet, da die nach h zu nehmende iSumme 
gleich [cc.f ist. 

2. Vermöge des nach 408) außeriialb der Summe 
stehenden Gliedes von dßf^jdpi^ 6ie DoppeUumme 

i»l Aal 
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welche sich durch Substitution des Wertes 405) unter An- 
wendung der soeben angewendeten Sätze über Determinanten 
auf IT** redaziert. 

3. Yermöge des analogen Gliedes von dß^jdpj^ die 
Doppelsumme 

welche sich ebenso auf — W^^ reduziert. Es ist also all- 
gemein 

412) 

Vermöge der Relationen 410), 411) und 412) nehmen 
die Gleichungen 897) die einfache Form an: 

j^^Qv öSi dßk _ Ojß 

dt ~ dßk' dt " da»* 



§ 73. Integration des StÖrongsproUems durch eine der 
Hamiltonsehen analoge partielle Differentialgleichung. 

Die Konstanten a in dem vollständigen Integral W 
der Hamiltonsehen partiellen Differentialgleichung 294) 
siüd irgendwelclie Funktionen der Anfaugswerte p der Ko- 
ordinaten. Wir können sie jedenfalls gleich den p selbst 
setzen. Dann wird nach 292) 

ö W 

Die ß werden also gleich den negativen q. Wir könnpu 
also in den Gleichungen 413) die a den p gleichsetzen. 
Dann werden die ß gleich den negativen q und erhalten so 
wieder die Gleichungen 374), von denen wir in der Beweis« 
ftthrung des § 69 ausgingen. 

Wir sahen in § 58, daß jedesmal, wenn zwischen den 
2 s Variabein Pi, p^, . * . Differentialgleichungen Ton der 
Form 

rfPk dq^ __ dB 

dt " dq^' dt • dpt, 
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bestehen« wobei E eine beliebige Funktion E{jpt der 
p, q und der Zeit sein kann und keineswegs bezagücb der q 
homogen und vom zweiten Grade sein muß, deren Integrale 
aus einem vollständigen Integrale der partiellen Differential- 
gleichung 

welche der Hamilton sehen vollkommeii analog ist, her- 
geleitet werden köunen. Dies gilt also auch hier, da die 
Gleichungen 418) genau die in Rede stehende J^''orm haben. 
I)ie entsprechende partielle Diil'erentialgleiclmng wäre, wenn 
wir das betreffende W mit dem Index 1 versehen: 

414) ^-ß = 0 

WO in 12 die ^ und q durch t, a und ß auszudrücken sind 

und nachher für jedes zu setzen ist 

Nehmen wir an, wir hätten ein vollständiges Integral 
dieser parLieiien DifVerentialgleichuDg TF^ (r^;^, et,, t) gefunden, 
wobei die a\ die 6- uuabiiäugigen Integrationskunsranteü 
sind, von denen keine additiv zu W hinzukommen dar£ 
Dann sind durch die Gleichungen 

die Integrale der gewöhnlichen Difi'erentialgleichungen 413) 
gegeben. Die und ff sind die 2« Integrationskonstanten. 
Übrigens würde nichts hindern, die Bolle der u und ß zu 
yertauschen. Dann würde 

die partielle Differentialgleichung und die a wären durch 
öW^jdß zu ersetzen. 

Man kann übrigens in der folgenden Weise umgekehrt, 
die partielle DifferentialgleichTmg 414) direkt ableiten, und 
so durch die früher eingeführten Funktionen ausdrücken. 

Boltsmanii, U«eluuük n. 19 
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Sei Wq ein ToUständiges Integral der Hamiltonschen 
partiellen Differentialgleicliimg 



d 

für das ungestörte Problem, a seien die $ Konstanten des- 
selben. 

seien die Integrale der Gleichunfren 38 G) des imgestörtüii 
Problems, die entsprechenden q siud durch die Gleichungen 

gegeben. Es sei nnn W die Wirknngsfunktiou für das 
variierte Problem, also 



dt 



wobei W als Funktion von p und deren Anfängswerte 
ausgedrückt zu denken ist. Dann ist bei konstauteu jf^ 

4n) ^ - ^^"Jdt + S — ^+ +2s»<iJ'»- 

Es sollen nun in den Gleichungen 415) die a und ß 
gleich solchen Funktionen der Zeit gesetzt werden, daß die 
daraus folgenden Werte von p die LösuDgen der Glei- 
chungen 387) für das gestörte Problem sind. Setzt man in 

eoenl'alls a und ß gleich diesen Funktionen der Zeit, 
so soll es in übergehen, was keineswegs mit W iden» 
tisch isty da die Größe ist, in welche 



t 

V+ V)di 



übergeht, wenn man vor AusfÜhrang der Integration darin 
die p und q aus den Gleichungen 415) und 416) entnimmt, 
und dabei a und ß konstant betrachtet und erst nach Aus- 
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ftlbrimg der Integration a und ß gleich den betrefiEenden 
Funktionen der Zeit setzt, wogegen in 

t 

u 

die p nnd q zwar auch den Gleichungen 416) und 416) zu 
entnehmen, aber schon Tor Ausführung der Integration die 
u und ß als Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Es folgt 

1 1 

und da die Gleichungen 415) und 416) bei konstauten u 
und ß genau ebeuso wie bei variabeln ausselien 

9 S 

1 1 

Subtrahiert man hiervon die Gleichung 417), ao 
folgt also 

s 

d(Wf^ - IF) = Qdt + ^ßj^dctj^. 

1 

Bezeichnen wir nun die DiflFerenz — W mit W\, so 
folgt aus der letzten Gleichung: 

Dr&ckt man in der ersten dieser Gleichungen Q durch t 

und die a und ß aus und substituiert statt der ß wieder 
d TV 

-= — , so hat man wieder die partielle Diöerentialgleichung, 
welche der Kamiltonschen Tolikommeu analog ist. 



§ 74. Anweudoug auf die Astronomie. 

Wir haben schon in § 67 bemerkt, daß wir alle physi- 
kalischen Probleme ohne Ausnahme nur angenähert zu lösen 
yermögen, so daß der Fall die Bogel bildet, daß größere 

19* 
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Annäherungen an die Wirklichkeit nach einer Methode 
gefunden werden müssen, welche dem Wesen nach mit der 
eben entwickelten Störungsrechnung tlhereinstimmi Die 
höchste Vollendung hat aber diese Störungi^rechnung in 
der Astronomie gefunden und es sei daher hier gestattet, 
die Grundprinzipien der astronomischen Störungstheorie 
gewissermaßen als typisches Beispiel zu entwickeln. 

Wir betrachteu zu diesem Beliufc die Suniie samt 
allen Planeten und stellen uns die Aufgabe, die Störungen 
zu berechnen, welche die Bahn eines derselben (wir wollen 
ihn Kürze halber den Mars nennen) durch die übrigen 
Planeten erfährt. Wir betrachten sjuntliche Himmelskörper 
als materielle Punkte von bestimrüter Masse, welche nach 
dem Newtoascben (.Travitationsgesetze aufeinander wirkeu. 
Wir beziehen sie zunächst auf ein fest mit dem Fixstern- 
himmel verbundenes Koordinatensystem. Sei ?m die bonnen- 
masse. | . rj^, ihre rechtwinkligen Koordinaten zu einer 
bestiniuiten Zeit t. Dieselben Größen sollen zur selhou 
Zeit für den Mars die Werte m^, ^, iür die anderen 

Planeten w^, Ij, fj, w,, |„ fj^ ♦ • • S;^ haben, 

i^emer sei Tj^j^ die Entfernung der Masse mit dem Index h 
und der mit dem Index k und x die Gravitationskonstante. 

Dann können die Bewegungsgleichungen in der Form 
geschrieben werden 

Dabei wurde mit wegdividiert. Dem h kann jeder der 
WVrte .s-, 0, 1, ^ ... 71 erteilt werden und ebenso ist die 
Suiiime so zu verstehen, daß dem k die Werte s,0,\,2...n 
zu erteilen sind. L>as GHed, für welches 7? = /: ist, ist aus 
der Summe wegzulassen. Analoge Gleichungen gelten für 
die p' und X'Achse. 

Wir setzen nun 



I» - I, = - = ^h-C,^ H 
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80 daß Qj^ die Entfernung des Planeten mit der Masse 
Yon der Sonne ist und 

wird. Dann lautet die auf die a>Achse bezügliche ße- 
wegUQgsgleichuüg für die SoiiDe 

n 

die entsprechende G^leichung für den Mars aber lautet 

Die Subtraktion der beiden letzten Gleichungen hefert 

Analoge Gleichungen gelten für die y- und «-Bichtong. 
Wir werden im folgenden den Index Null weglassen ^ die 
Übrigen Indizes aber unverändert beibehalten, so daß die 
letzte Grleichung sich so schreibt 

mit zwei analogen, für die y- und ^^-Bichtung. 

Hier sind x, % die Koordinaten des Planeten, dessen 
Störung wir bestimmeD wollen bezüglich eines Koordinaten' 
Systems OX^ OY, OZ, dessen Koordinatenachsen fixe 
Eichtungen im Räume (gegen den Fixsternhimmel) haben, 
dessen Ursprung aber immer im Sonnenmittelpunkte liegt 
Die zeitlichen Änderungen yon x, y, x bestimmen also die 
Bewegung des Mars relativ gegen die Sonne, also jene Be- 
wegung, welche gerade der Beobachtung zugänglich ist 
yj^ ^ sind die Koordinaten irgend eines anderen Planeten 
relativ gegen das Koordinatensystem OX^ OY, OZ, also 
relativ gegen die Sonne, 
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ist die Eatferikung des Mars von der Sonne, 



= V(a; - ag« + ^ yj» + (» - «g« 
die Ton jenem anderen Planeten, 



die jenes anderen Planeten Ton der Sonne, 

Es stellt nnn das erste Glied der rechten Seite der 
Gleichung 418) die ungestörte Bewegung des Mars relativ 
gegen die Sonne dar, welche genau so erfolgt, wie seine 
absolute Bewegung im Räume erfolgen würde, wenn die 
Sonne ein im Baume fixer Zentralkörper Ton der Masse 
m^-^m wäre; die übrigen Glieder aber stellen die Störungen 
durch die anderen Planeten dar. Alle betreffenden Kräfte 
hahen eine Eraftfunktion. Setzt man nämlich 

419) r»-ü^^, ß=;.^.m,fi5*±i^fA±^-n, 

so kann die Gleichxug 415) so geschrieben werden: 



419a) 



dx dx dy dy 

«P« ^_ 8F _ aß 
dt* ^ B» ö» ' 

Es ist also V die Eraftfunktion bei der ungestörten Be- 
wegung, Q die der störenden Kräfte. Wir haben daher 
folgende beiden Aufgaben zu lösen: 1. Wir haben die un- 
gestörte Bewegung mittels der Hamiltonschen partiellen 

DiiferentialgleicLuijg zu bestimmen, wobei wir seclis Inte- 
grationskonstaiiten a,^, a^, ß^, [j.^, erhalten. 2. Wir 
haben statt dieser Konstanten mittels der Gleichungen 413) 
solche Funktionen der Zeit einzuführen, daß die gestörte 
Bewegung dargestellt .wird. 



§ 75. Hamilton- Jacobische Methode der Lösung des Zwei- 
Körperproblems. 

Die erste Aufgabe fällt sachlich zusammen mit der 
Bestimmung der elliptischen Bahn eines Planeten um die 
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Sonne, welche wir schon im I. Teile § 21 ausgeführt haben. 
Wir müssen also hier diese Aufgabe ein zweites Mal nach 
einer ganz Terschiedenen Methode lösen. 

Wir bestimmen die Lage des in Betracht kommenden 
Planeten M (des Mars) im Räume in folgender Weise. Wir 
denken uns die Sonne S im Mittelpunkte des kugelförmigen 
Himmelsgewölbes und die Ekliptik als größten Kreis des 
letzteren. Daß die I^age dieses größten Kreises so gewählt 
wird, daß die (natürlich ebenfalls gestörte) Erdbahn /n einer 
gewissei^ Zeit in seine Ebene fällt, ist für unsere Rechnungen 
unwesentlich. Nur daß alle Planeten sich nicht allzu weit 
von dieser Ebene entfernen, wird benutzt. Der größte Kreis 
der Himmelskugel, welcher durch den Pol der Ekliptik und 
den Planeten M geht, treffe die Eükliptik im Funkte N, 
Der Winkelabstand dieses Punktes vom Frühlingspunkte 
(die Länge des Planeten) heiße ^gp, der Winkel 31 S N (die 
Breite des Planeten) heiße »9- (vergl, Fig. 10 S. 2d8> Dann sind 
Q, & und <jp gewöhnliche Polarkoordinaten. Die Formeln 419 a) 
zeigen, daß die Bewegung des Mars relativ gegen die 
Sonne genau so vor sich geht, wie dessen absolute im 
Räume geschähe, wenn seine Masse gleich eins wäre und 
V resp. Si die Kraftfunktionen für die ungestörte Bewegung 
resp. die der störenden Kräfte i^en. Es genügt daher das 
letztere Problem zu lösen. Für dasselbe wäre die leben- 
dige Kraft 

T « I. + + ^» cos« 19- y'»] 

(vgl. § 11, wo r für und 90^ — ^ für & geschrieben ist). 
Daraus ergibt sich 

daher 

Setzt man «(m^ + m)^ X, so wird also 
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DieKamiltonsche partielle Dilierentialgleicliuiig -^y+^ssO 

lautet also, wenn man für E den Wert T und darin 

Q 

^ ?i> fli» % die Ausdrücke ^— , und substi- 



tuiert^ wie folgt 



+ --f 



Ein vollständiges Integrale dieser partiellen Differential- 
gleichung finden wir fdgendermaBen: Wir setzen 

wobei /' nur Kuiiktiou von H nur Funktion von & sein 
soll. Dadurch nimmt die parüeiie Differentialgleichung die 
Glestait an: 

1 /rf 0V . al 



= 0 



welcher genügt wird, wenn man setzt 

Bezeichnet man mit und die unteren Integrations- 
grenzen, welche wir nach Belieben wählen können, so 
wird also 

® =1" " l/«5- J*' -/t ^ <^«T'- 



(1 



420) 



Die drei Integrale der Bewegungsgleichungen 



d IT 



d W 



d W 
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yerwandeln sich daher in: 

421) (8, = < - f_=ML= 

422) ^, = 



d» 

^^ y ' cos** 



Aus dem zweiten folgt 



424) d( ^ B fl^ 



|r • cos" 



C08' nlr 



Ist daher a., — ce^, so ist ß- immer gleich Null und die 
Bahn des Piaueten fällt genan in die Ekliptik. In allen 
anderen Fällen muß c/, < (x^ sein. Nun bewegen sich aber 
alle Planeten in Bahnen, die der Ekliptik nahe liegen, um 
die Sonne. Es wächst also (f fortwährend. & da^]:e^^pn 
schwankt zwischen einem positiven und negativen Werte, 
also, da der (rrenzwert von -0- nur eintreten kann, wenn 
die Wurzel der Formel 424) verschwindet, zwischen dem 
klein??ten positiven und den dem Zalilenwerte nach kleinsten 
negativen Winkel, dessen Kosinns gleich c^^ j c/.^ ist. Dieser 
Winkel ist aber der Winkel i^ zwischen der Bahnebene des 
Planeten und der Ekliptik. Es ist also 

425) cos i/> =s . 

19* nimmt jedenMls auch den Wert Null an, wir können 
daher = 0 setzen. 

Ans Formel 421) erhalten wir 

Für das Perihel und Aphel verschwindet dgjdt Ist also 
die Perihel-, die Apheldistanz des Planeten (Mars) toq 
der Sonne, so sind diese Größen die Wurzeln der Gleichung 
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Es ist also 

9i + Q2 = ^» Qi^2^2t* 

soll zugleich in den Integralen 420] bis 423) als nntere 
Grenze für q gewählt werden. Wenn wir dann mit r eine 
der Zeiten bezeichnen^ wann der Planet (ACars) das Perihel 
passiert, folgt aas Gleichnng 421) 

426) = T. 

Ist nun a die große ^ b die kleine Halbachse der Bahn* 
ellipse des Mars, e - — - — die Exzentrizität dieser Ellipse, 
so folgt 

Qi = «(1 et ^ ö(l + (>i + (>2 = 2a, = 
daher 



wobei j» der Parameter, die zum Brennpunkte gehörige 
Ordinate der Bakneliipse ist 

Wir wollen uns nun in Fig. 10 die Lage der ver- 
schiedenen Pnnlcte auf der Himmelskngel versinnlichen. 

X 7 sei die Ekliptik, X der 
Frühlingspunkt, Z der Pol der 
Ekliptik) K der aufsteigende 
Knoten der Marsbahn, P das 
Penhel des Mars, M der Punkt, 
wo sich der Mars zu irgend 
einer Zeit t befindet Dann sind 
^XSNm^ und ^MSN^i^- 
die Polarkoordinaten des Mars M 
zur Zeit t, '^MKNss ^ ist die 
Neigung der Marsbahn gegen die 
Ekliptik, '^XSK^ 6 ist die Länge des aufsteigenden 
Knotens der Marsbabn. 

Bezeichnen wir den Winkel K8M mit fit so folgt aus 
dem rechtwinkligen sphärischen Dreiecke MKN 




Fig. 10. 
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427) sin ^ a sin sin 47 

und Avir können, da if/ konstant ist, in dem ersten Integrale 
der Gleichung 423) rj statt als IntegratioDsvanable ein» 
füliren. Da cost^ » «v^/ev, war und wir &^^0 wählten, 
80 wird dieses Integral 




und die Gleichung 423) geht über in 

428) Ä - « - «3 r -w-=- , ■ 

et 

Da mnxi für den aufsteigenden Knoten K hat d « 0, 
so folgt aus 422) 

A = ö 

und aus 42Ö) tblgt 

wobei np der dem Ferihel der Harsbahn zugehörige Wert 
des f} ist In der Astronomie nennt man die Summe 6 + ijp 

die Länge ö des Pcrihels der Marsbahn, den Winkel MSP 
die wahre Anomalie x Mars zur Zeit t, t] 0 = cD x 
seine in der Bahn gemessene Länge, (p aber seine in der 
Ekliptik gemessene Länge. Es ist also 

A = Up = « - Ö 

Zwischen den sechs Integrationskonstanten 

429) a, e, \p, r, 0, & 
und 

430) «1, ce^f «8, ßii A> A 
bestehen also die Gleichungen: 
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431) ft=r, = /?3 = Ö>-Ö 

Die beiden Konstanten ^ und i^ bestimmen die Lage 
der Babnebene jedes beliebigen Planeten, ö bestimmt dann 
die Bichtong nach dem Perihel, r die Burchgangszeit durch 
das Perihel. 

Wie man dann mittels a, e den virkHchen Ort des 
Planeten im Baume zu jeder Zeit finden kann, sahen wir 
schon im 1. Teile § 21. Man flQhrt die mittlere Anomalie 
ein, indem man in G-leichung 421) setzt 

432) (> =s a (1 — e cos u). 
Die Integration liefert 



433) _ r) - « - 



esmu. 



Ist t gegeben, so wird zunächst aus dieser Gleichung das 
dazu gehörige u bestimmt; Gleichung 432) liefert dann q. 
Die Einfahmng des Wertes 432) in 427) und Ausführung 
der Integration aber liefert: 

« ^ + d - ö = 2 aictg (|/| ^- tg l) . 

Aus dem Werte von aber ündet man i^ mittels der 
Gleichung 427), während das sphärische Dreieck MKN der 
Fig. 10 liefert: 

tg(9? — ö) = cos-i^tgi?. 

ISa sind also sämtliche Polarkoordinaten &^ <p und 
daher auch die rechtwinkligen x, x als Funktionen von 
t, a, e, r, 0 und (S, daher rermöge der Gleichungen 431) 
auch als Funktionen Ton i, «j, a,^, «3, ß^t ß^, gefunden. 



§ 76. Gleichungexi für die Störung der Bahn eines 
Planeten durch die tibrigen. 

In erster Anniilierung geschieht nun die Bewegung des 
Mars in der Nähe einer ^^egebenen Zeit t in einer elliptischen 
Bahn mit gewissen Werten der Konstanten 429), daher auch 
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der Eonstanten 430). Die StÖmngen kann man so auf- 
fassen, als ob die Werte dieser Eonstanten langsam geändert 
würden und es Hefern die Gleichungen 413): 









da 


da. 




dt 




dt 




dt 




äßt 


_ 


dß. 


dSi 






dt 




dt 




dt 





Nim folgt au« den Gleicliimgen 431): 

BSl _ BSl BSl _dSl de dSl da _BÜ BSl 
Bß, ÖT * Bßi " Bd Bß^"^ 8& Bß^" dB ^ Ba* 

BSi _BSl 

Bßt~ Bö* 

da A_ d«!^ _ BSi 

dt ~ ia\ dt ~ k B%' 

de _ a'^ da, 2«? det^ _ p d Si 1 . . fp B Si 



dt dt X*e dt le Bt aey X Bo 

dt afS\n^\Bß Bü I a| 80 

=s -5^ + (1 — COS irt ä-^ 

ferner ist 

öjß _ BSl Sa_ dSl Be^ dji öj^ _ 
flo, ~ Ba dtti ' de da, öt^ öa, 



2af da X>« de Z da eil de 
Analog folgt 

djß 1 BSl dSl 1 / p d Si cot 1/^ BSl 

^ «j "* y jLp sin ^ V ' tt« ~ « « ]/ X ^ « y'Ä p ^ ^ ' 

daher 

dx P_?Jk 

dt l da eX Be * 

dd _ _ 1 dSl 

d& ^ ^tiA— 3Ltff^ — 1 i/F 9Sl 

dt ^ dt dt yip^^By aeV ^ Be* 
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Hiermit sind sftmiiiche Störungsformeln berechnet. In 
der Astronomie bezeichnet man gewöhnlich den Faktor von 
^ — T in Gleichnng 43S) mit n nnd führt statt A die Kon- 
stante 71 mittels der (^leichung ). = 7iya^ ein. 

Bürecbiict uinn nur die Stürun<^se:lieder erster Ordniiiig 
80 addieren sich die von den verschiedenen Himmelskörpern 
bewirkten Störungen. Um die Störung des Mars durch 
einen anderen Planeten (den Jnpiter) zu berechnen, hrnuchfc 
man im Ausdrucke 419) für il nur ein Glied beizubehalten, 
hat also 

_ nnii (xa^ + yy^ «f xx^) itWj 

Hier sind sowohl die Koordinaten » des Mars, als 

auch die Koordinaten x^, y^j z-^ des Jupiter in der früher 

auseinandergesetzten Weise durcii / iiud die Werte der 
GröÜeu 429) auszudrucken, welche für den betreffendLU 
Planeten gelten. Bei der partiellen Ditierentiation nach 
den fiir den Mars geltenden Größen 429) ist t als konstant 
fiuzusehen. Die für den Jupiter geltenden Werte der 
Größen 429) sind bei Berechnung der Glieder erster Ord- 
nung überhaupt als konstant zu betrachten, so daß Q bloß 
als Funivtion von t und den für den Mars geltenden 
Größen 429) ausgedrückt erscheint. Erst bei Berechnung 
der vStörungsglieder höherer Ordnung luüßte auch berück- 
sichtigt werden, daß sich die Jupiterbahn, während derselbe 
störend wirkt, selbst ebenfalls laugsam ändert 



Vn. Gleichungen ffir die relative Bewegung. 

§ 77. Absolute and relative Bewegung. 

Wir können bloß die Abstände der Teile der yer- 
schiedenen Körper yoneinander, also bloß deren relative 
Lage bestimmen. 1/S gibt keine Erfahrung, in der sich ein 
absoluter Raum bemerkbar machen würde. Trotzdem haben 
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wir zu Anfang des L Teües ein bestunmtes Eoordinaten- 
system eingeführt;» welches nahezu die Bolle eines absoluten 
Baumes spielt. Wir taten dies bloß, weil sich bei Ein* 

führuüg dieses bestimmten Koordinatensystems die Gesetze 
für die relative Bewegung der Körper viel einfacher aus- 
sprechen lassen, als bei Einführung anderer ganz willkürlich 
ge wähl te r K o ( > rd i ii a te risy stem e. 

Wii' wollen damit keineswegs die Wahrscheinlichkeit 
oder gar die Notwendigkeit behaupten, daß noch neue Er- 
fahrungen gelundeii werden könnten, mittels deren dieses 
besondere Koordinatensystem sich näher bestimmen ließe, 
oder welche eine Auswahl eines lit stimmten, aus allen den 
Systemen , welche wir in § 1 1 des 1. Teiles taugliche Be- 
zugssysteme nannten und damit die Bestimmung eines 
absoluten Kaumes gestatten, welche, wie man sich ausdrückt, 
die' Existenz des absoluten Raumes beweisen würden. 

Wir sahen nämlich in § 11 des T. Teiles j daß diese 
Reduktion der Bewegungsgesetze auf die einfachste Form 
keineswegs bloß bei Zugrundelegung emes einzigen bestimmten 
Koordinatensystems S eintritt, sondern daß man mit gleichem 
Erfolge sehr verschiedene Koordinatensysteme zugrunde legen 
kann. Alle diese Koordinatensysteme nannten wir dort taug- 
liche Bezugssysteme. Die Eiditung der Achsen im Räume 
kann dabei für einen bestimmten Zeitmoment und die Lage 
des Koordinatenanfangspunktes für zwei Zeitmomente ganz 
beliebig relativ gegen das eine schon als taugliches Bezugs- 
system gefundene Koordinatensystem 8 orientiert sein, Hat 
man jedoch für einen Zeitmoment die Bichtung der Achsen 
gewählt, 80 ist sie dadurch fUr alle übrigen Zeitmomente be- 
stimmt Man bezeichnet alle Richtungen, welche eine 
bestimmte Achse dann zu allen Zeiten hat, als parallel 

Hat man femer die Lage des Koordinatenursprungs zu 
zwei Zeitmomenten gewählt, so ist wieder die Lage des 
Koordinatenursprungs zu allen ftbrigen Zeitmomenten be- 
stimmt Man nennt die Bewegung, welche der Koordinaten- 
ursprung hierbei macht, eine geradlinige und gleichförmige. 

Die Frage, wie sich die Gesetze der Lageuänderung 
der Körper modifizieren, d. h. wie sich die Bewegungs- 
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gleichungen Terändern, wenn wir zu den verschiedenen 
Zeiten Coordinatensysteme zugrunde legen, welche diesen 
Bedingungen nicht genügen, ist ofiPenbar yon hohem theore- 
tischen Interesse. 

Sie ist aber auch yon praktischem Werte; denn wir 
beobachten stets nur die RelatiTbewegung eines materiellen 
Systems gegen vm zweites, welches nahezu unveränderlich 
ist oder wenigstens als unverändei lich angesehen wiid. So 
beobachten wir die Bewegung des Planetensystems relativ 
gegen den Fixsternhimmel, die irdischer Körper relativ gegea 
die Erde oder irgend welche fix uiit ihr verbuailene Ob- 
jekte. !>ei gewissen Ex[>erinienten lioubachten wir auch die 
Bewegung von Flüssigkeiten oder sonstigen (i egenständen 
relativ gegen ein absichtlich in Rotation versetztes CTefäß 
oder G-ehäuse. Die in einem r)ewegten Wagen oder SchilVe 
befindlichen Personen können die Bewegung ilirer Körper 
und anderer (xegenstände relativ gegen den Wagen oder das 
Scidfi beobachten usw. 

Tn allen diesen l^'ällen handelt es sieh für uns lediglich 
um die relative Bewegung des ersten Systems gegen das 
zweite oder ein mit dem zweiten fix verbundenes Koordi- 
natensystem. Letzteres hat in allen Fällen bis auf den 
ersten sicher nicht die Eigenschaften eines tauglichen Be- 
zugssystems. Die Natur der Fixsterne ist uns viel zu unbe- 
kannt und der Fixsternhimmel selbst ein viel zaunbestimmter 
Begriff, als daß man mit Sicherheit entscheiden könnte, ob 
ein mit ihm fix verbundenes Koordinatensystem ein taug- 
liches Bezugssystem wäre; aber Eigenbewegungen von Fix- 
sternen sind bereits konstatiert und jedenfaUs ist es auch 
da von Wichtigkeit zu wissen, was fQr einen Kinfluß es 
auf die Bewegungsgleichungen des Planetensystems hätte, 
wenn das zugrunde gelegte Koordinatensystem kein taug- 
liches Bezugssystem wäre. 

Wenn die Bewegung eines Körpersystems relativ gegen 
ein zweites berechnet werden soll und die Bewegung des 
zweiten Systems relativ gegen ein taugliches Bezugssystem 
bekannt ist, so könnte man in jedem speziellen Falle so 
verfahren: man könnte zuerst die Bewegung des ersten 
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Systems relativ gegen dasselbe BezugssystGin berechnen und 
erst dann aus der relativen Bewegung beider Systeme gegen 
das geiaeiiisam zugrunde gelegte taugliche Bezntjssystem die 
relative Bewegung des ersten Systems gegen das zweite be^ 
reciiuen. 

Es ist aber von großem Vorteile, diese Arbeit nicht in 
Jedem speziellen Falle besonders auszuführen, sondern ein 
für allemal die Regeln anzugeben, nach denen unmittelbar 
die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das zweite 
System oder ein damit fix verbuideues Koordinatensystem 
gefunden werden kann, sobald die des zweiten Systems gegen 
ein taugliches Bezugssystem gegeben ist, welches wir das 
ruhende Koordinatensystem nennen. Wir nehmen an, daß 
sämtliche Teile des zweiten Systems starr miteinander ver- 
bunden sind. Mit ihm denken wir uns ein zweites (das 
bewegliche Koordinatensystem starr verbunden. Die Aufgabe 
ist dann, die allgemeinen Gleichungen für die Bewegung 
des ersten Körpersystems relativ gegen das bewegliche 
Koordinatensystem zu finden. 



§ 7S. Erster Spezialfall. Bas bewegliche Koordinaten* 

System dreht sich nicht. 

Wir betrachten nun zuerst den Spezialfall, daß das 
zweite System, daher auch das damit verbundene bewegliche 
Koordinatensystem keine Drehung relativ gegen ein taug- 
liches Bezugssystem hat. Die Achsen des letzteren wollen 
wir mit O^X^, 0^ und 0^ bezeichnen. Die Achsen 
OX, OFimd OZ des beweglichen fest mit dem zweiten 
System verbunden Koordinatensystems wollen wir zu irgend 
einer Zeit den ersteren Koordinatenachsen parallel wählen. 
Sie werden ihnen dann zu allen Zeiten parallel bleiben und 
die Lage des beweglichen Koordinatensystems relativ gegen 
das taugliche Bezugssystem ist zu jeder Zeit bestimmt, wenn 
wir die Koordinaten a,h, c ihres Ivuordinatensprungs 0 be- 
züglich des tauglichen Bezugssystems kennen. 

Da sich unserer Annahme gemäß alle }ü>i-r,er konti- 
nuierlich bewegen, so wird aucli die Bewegung des Systems, 

Boitzmaun, Meobanik IL 20 
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welches ^vir das zweite genanui liaben, jedeiiiaiiri so be- 
schaü'en sein, daß a, c kontininerliche Funktionen der Zeit 
sind, welche endliche erste und zweite Differentialq^uotieuten 
haben. Dies soll also angenommen werden, da die entgegen- 
gesetzte Annahme keine physikalische Bedeutung hätte. Die 
Bewegung des zweiten Systems soll uns ferner gegeheti seiu. 
Eb sollen also a,b,c bekannte Funktionen der Zeit sein. 

Wir bezeichnen mit x^, y^, die auf das taugliche 
Bezugssystem bezogenen Eoor^naten irgend eines materiellen 
Punktes m des ersten Systems, dessen Bewegung herechnet 
werden soll, während die des zweiten Systems und daher 
auch die der bewe^chen Koordinatenadisen als gegeben 
Torausgesetzt wird. 

Tcrmöge der Detinitum eines tauglichen Bezu2:ssystem8 
gelten für x^, y^, die gewöhnlichen Giciciiungen der 
Mechanik 

434) m-j^^X, »»^=1, 

wobei Xj y, Z die Komijonenten der auf m wirkenden Öe- 
samtkraft in den drei Koordinatenrichtungen sind. 

Diese drei Gleichungen würden uns die Bewegung des 
materiellen Punktes m relativ gegen das taugliche Bezugs- 
system bestimmen. Wir suchen aber nicht diese, sondern 
die Bewegung relativ gegen das hewegUche Koordinaten- 
system, also die Gleichungen für die Veränderungen der 
Koordinaten x, y, welche dem Massenpunkte m zukommen, 
wenn wir ihn auf das bewegliche Koordinatensystem beziehen. 

Da die Aclisen beider Koordinatensysteme immer 
parallel bleiben und die KoMidinaten des I r^prun^s des 
beweglichen Koordinatensystems bezüglich des tauglichen 
Bezugssystems a, b, & sind, so ist 

Substituiert man dies in die Gleichungen 434j, so er- 
hält man 
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dt* * 
dt* 



dt" 
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Dies sind die gewünschten G^leiclmngen, welche ans 
die Änderung der Koordinaten x, y, » eines beliehigen 
Massenpunktes m des fraglichen materiellen Systems, dessen 
relative Bewegung wir finden wollen und welches wir das 
erste System nannten, bezüglich des beweglichen mit dem 
zweiten System fix verbundenen Koordinatensystems angeben. 

Die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das 

bewegliche Koordinatensystem geschieht also genau so, als 
ob letzteres ein taugliches Bezugssystem wäre unu auf jedes 
Massenteilchen m außer den Kräften X, Y, welche in der 
Tat darauf wirken, noch die drei Kräfte --md^a jdt^^ 
— in (Phjdi*j —md^ojdt^ in den drei Koordiaatenrichtungen 
wirken würden. 

Dadurch haben wir die neue Aufgabe auf eine schon 
bekannte zurückgeführt Wir haben die Bechnung ganz so 
auszuführen, als ob das bewegliche Koordinatensystem ein 
taugliches Bezugssystem wäre; nur müssen wir den in der 
Tat wirkenden Kräften noch diese neuen Kräfte hinzufügen, 
durch deren Hinzufügung sich dann die Bewegnngs^eichungen 
auf die alte uns schon gewohnte Form reduzieren; des- 
halb nennen wir diese hinzuzufügenden Kräfte die Reduk- 
tionski^e. 

Sei umgekehrt die Bewegung des ersten Systems relativ 

gegen das bewegliche Koordinatensystem gegeben und seien 



^ d^a 
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d^b 
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« Z — w 



d^e 



die ivräfte, welche dieselbe Bewegung relativ gegen ein 
taugliches Bezugssystem erzeugen würden, so sind 
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die Eiftfte, welche die Bewegung relativ gegen das in der 
Torgeschriebenen Weise bewegte Koordinatensystem erzeugen. 
Wir müssen daher den Kräften X^, Y^, Z^y welche diese 
Bewegung relativ gegen ein taugliches Bezugssystem erzeugen 

würden, noch die Klüfte »»^^» «*^^» hinzufügen, 

um das System außerdem noch so zu führen, daß es die- 
se Bewegung relativ gegen das in der vorgeschrieben ou 
Weise bewegte Koordinatensystem ausführt^ weshalb wir die 
letzteren hinzuzufttgenden Kräfte die Fohrungskräfte nennen 



Es bestätigt sich neuerdings, daß die Beduktionskräfte 
nur gleich Null sind, d. h. daß die alte Form der Bewegungs- 
gleichungen ohne HinzuftLgung neuer Kräfte nur dann er- 
halten bleibt, wenn die Bewegung des zweiten Koordinaten* 
Systems relativ gegen das erste eine geradlinige und gleich- 
förmige ist 

Wenn jede Masse jedes der beiden Systeme eine gleich« 
gerichtete, der Masse proportionale Kraft wirken würde, so 
würde dadurch die Relativbewegung beider Systeme gar 
nicht geändert Derartige Kräfte wären also ftkr denjenigen, 
der nur jene beiden Systeme wahrnimmt» nicht bemerkbar. 
Größe und Bichtnng der auf die Masseneinheit wirkenden 
Kraft könnten dabei natürlich noch beliebig mit der Zeit 
veränderlich sein. 



Als Beispiel für die lieduktionskräfte betrachten wir 
einen Eisenbahnwagen, welcher in der Richtung der Abszissen- 
achse fährt. Irgend ein bestimmter Punkt desselben habe 
zur Zeit t die Abszisse a. An der Decke sei eine Hänge- 
lampe befestigt, auf einem fest mit dem W agen verbundenen 
Tischchen stehe ein Glas, das eine Flüssigkeit enthält So* 



wollen. 



§ 79. Beispiele. 
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bald die Geschwindigkeit des Wagens zu- oder abnimmt» 
bewegt sich die Lampe, sowie die im Glase enthaltene 
Flttssigkeit eventaell das Glas selbst, wenn es nicht genng 
Beibung gegen die Tischplatte hat, für einen relativ gegen 
den Wagen rohenden Beschauer genau so, als ob zu jeder 
Zeit auf jedes Massenteilchen aufier den in der Tat darauf 
wirkenden Kräften noch die Eralt ^m^afdi^ in der 
Bichtung der Bewegung des Wagens wirkte. 

Den Begriff der Führnngskräfte illustriert folgende 
Betrachtung: Um in dem besprochenen Eisenbahnwagen 
einen menschlichen Körper ruhig auf einer Bank sitzend zu 
erhalten, muß zu den Kräften, welche auch im ruhenden 
Wagen wirken würden, auf jedes Massenteilchen noch die 
Kridt ,n d~ajdt^ in der Bewegungsriclitung des Wagens dazu 
kommen. Diese Kraft wird von der ßücklelme, dem Sitze 
eventuell dem Stützpunkte der Füße ausgehen und durch 
innere Kräfte passend auf die Massenteilchen des Körpers 
verteilt werden. Die Lehne wird hei Beschleunigung der 
Fahrt stärker, bei Verzögerung schwächer auf den Rücken 
drücken. Bei sehr starker Verzögerung, z. B. sehr plötz- 
lichem Stillstand des Wagens kann der Druck der Lehne 
auf den Rücken negativ werden; man muß den Rücken mit 
G-ewalt, z. B. die Füße anstemmend, au die Lehne andrücken, 
wenn der OI)erkörper sich nicht nach vorne neigen soll. 

Ein anderes Beispiel von Führungskräften ist folgendes. 
Man hält das eine Ende eines Fadens, den wir als unaus- 
dehnsam betrachten wollen, in der Hand; am anderen Ende 
des Fadens soll ein schwerer Körper befestigt sein. Die 
Hand soll dasjenige System sein, welches wir in der allge- 
mein«! Theorie das zweite nannten, der schwere Körper 
soll da? erste System sein. Wenn die Hand ruht oder sich 
gleichförmig bewegt, so muß die Spannung des Fadens, 
wenn der schwere Körper in relatiyer Buhe gegen die Hand 
bleiben soll, genau gleich dem Gewichte desselben sein. 
Bewegt sich die Hand mit beschleunigter Bewegung vertikal 
nach abwärts, so muß auf den schweren Körper, wenn der 
Faden gleiche Länge behalten soll, eine abwärts wirkende 
Führungskraft hinzukommen, es muß daher, da dessen Ge- 
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wiclit nnTerändert bleibt^ die aufwärts ziehende Spannung 
des Fadens abnehmen. Bewegt sich dagegen die Hand 
verzögert nach abwärts oder beschleunigt nach aufwärts, so 
maß die Spannung des Fadens wachsen, so daß dieser bei 
raschem Anhalten einer Abwärtsbewegung oder raschem 
Beginn einer schnellen Anfwärtsbewegang der Hand reißen 
kann, selbst wenn seine Festigkeit erheblich größer, als das 
Gewicht der angehängten Last ist 

§ 80. Zweiter SperialfalL Bas Koordinatensystem Ist in 

Drehung begriffen. 

Wir \vollen nun den Speziallail betrachten, daß das 
System, v-olcbes wir als das zweite bezeichnet haben, keine 
andere Bewegung hat, als daß es sich um eine in einem 
tauglichen Bezugssysteme fixe Achse relativ gegen dieses dreht. 

Wir wählen die Drehungsachse 0Z~ O zur Z- Achse. 
OXj und 0 1\ seien zwei beliebige andere aufeinander und 
auf 0Z= 0 senkrechte Koordinatenachsen, deren Lage 
gegen das taugheb p Bezugssystem unverändert bleibe, so 
daß die Koordinatenachsen OX^, 0 1\, 0 Z^ selbst ein taug- 
liches Bezugssystem bilden, da sie mit einem solchen £x 
verbanden sind. 

Dagegen seien OXf OY zwei andere aufeinander und 
auf OZ senkrechte, ebenfalls durch den Punkt 0 gehende 
Koordinatenachsen, welche zu irgend einer Zeit (dem Zeit- 
an&nge) mit OX^^, OYj zusammenfielen, aber immer mit 
dem zweiten Systeme fest Terbunden mit rotieren, so daß 
der Winkel X^ OX gleich demjenigen Winkel w ist, um welchen 
sich das zweite System zur betreffenden Zeit relativ gegen ein 
tangliches Bezugssystem im positiven Sinne gedreht hat Der« 
selbe soll eine gegebene Funktion der Zeit sein, welche einen 
endlichen ersten und zweiten Differentialquotienten hat, wo- 
durch die Bewegung des zweiten Systems voUständig ge» 
geben ist 

Wir suchen die Belativbewegung irgend eines anderen 
Massensystems (des ersten) gegen das zweite, also gegen die 
Achsen OX, OY, OZ. Wir haben also die Aufgabe, die 
Veränderungen der Koordinaten x, » eines beliebigen 
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Massenteilchens m des ersten Systems bezogen auf dieses 
Koordinatensystem zu finden. Wir konnten diese Au%abe 
folgendermaßen lösen. 

Seien x^, y^f die Koordinaten desselben Massen- 
teilchens bezüglich des Koordinatensystems OX^^ OY^, OZ^^ 
und X^, die Komponenten der gesamten auf m 

wirkenden Kräfte in den Bichtangen OX^, OT^, 0Z^\ 
dann ist, da die letzteren Achsen ein taugliches Bezugs- 
system bilden 

4dö) i^-jp-^^i ^7ir=J^i» 

Da fei'uer w der Winkel der beiden a^'Achsen ist, so 
hat man 

{a^ SS o; cos w ^ ysixxte , 
y^ — a;sin2<; + ycosu;, 

Da w als Funktion von i gegeben ist, kann man daraus 
die zweiten Difterentialquotienten von x^, y^, nach der 
Zoit tjerechneii. Substituiert man sie in die Gleicbungen 436), 
so ergeben sicli daraus nach passenden Reduktionen die 
Gleichungen für die zweiten Diiferentialquotienten von 
X, y, % nacli der Zeit, \veb;lie man sucbt. 

Doch ist dies Yerlaiiren, wenn nian es niclit durch 
Anwenduri_f^ (h^r Lag ränge sehen Gleichungen aiikür/t, wovon 
später die Rede sein soll, etw as innstäiullich. Kürzer gehiiigt 
man zum Ziele, wenn man 8emipolarkoordinaten eintiihrt. 

Sei r der senlcrechte Abstand des Massenteilchens m 
von der a^^Aohse und seien und #| die Winkel, welche 
r mit den beiden positiven Abszissenachsen OX und OX^ 
einschließt. Dann sind r, und r gewöhnliche Semipolar- 
koordinaten zur Bestimmung der Lage bezüglich eines tang- 
lichen Bezugssystems. Wenn wir daher die Eichtung der 
positiven ^v-Achse kurz als die «-Bichtung, die Bichtung der 
Verlängerung von welches wir uns immer von der i - Achse 
gegen die Masse m hingezogen denken, als die Richtung 
von und die auf beiden senkrechte in dem Sinne, in dem 
sich m bei wachsenden & und &^ bewegt, gezogene Richtung 
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als die Eichtnng von &, und mit Z, R und 0 die Kompo- 
nenten der anf m wirkenden Gesamtkraft in diesen drei 
Bichtnngen bezeichnen, 80 hat man nach § 11 



488) 



Aus diesen Grleichungen, welche uns die absolute Be- 
wegung der Masse w, d. h. deren Bewegung bezogen auf ein 
taugliches Bezugssystem geben, finden wir sofort die gesuchte 
Relativ bewegung, wenn wir statt {h^ den Polarwinkel »V mit 
der bewegliclien Achse OX einführen, da ja r und i von 
der Drehung nicht affiziert werden. Da wir den Wiuk«^l 
der beiden Abszissenarlisen zur Zeit t mit w bezeichuet 
haben, so ist, wenn wir die Winkelgeschwindigkeit dwjdt 
des zweiten Koordinatensystems relativ gegen das taugliche 
Bezugssystem mit oi bezeichnen 



rf^t ^ diy 
dt dt 



CO 



rf«^, d^{y . d 



d^ 



dt* 



dt 



Snbstitmert man dies in die Gleichungen 438)^ so folgt: 

d^x 



439) 



€Pr (d&Y „ , . , o d: 

, o ßk o dr 



§ 81. Interpretation der gefondenen Gleiohnngen. 

i>ie Gleichungen für die Veränderung von r, i^ und z 
sind hiermit wieder genau in die Form der Gleichungen 4B8) 
gebracht. Die Bewegung relativ gegen das sich drehende 
Koordinatensystem geschieht also wieder genau so, als ob 
dasselbe fix (d. h. ein taugliches Bezugssystem) wäre und 
auf irgend einen materiellen Punkt m außer den Kräften, 
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welche tatsächlich daraiif wirken, noch folgende Kräfte wirk- 
sam wären: 

1. Eine Kraft yon der Intensität mr<a!^, in der Rich- 
tung Yon r, welche wir die Zentrifugalkraft nennen 
wollen. 

2. Eine Kraft von der Intensität mrdcDfdi, welche der 
Bichtung, die wir die Bichtung ^ genannt haben, gerade 
entgegenwirkt Diese zweite Kraft wollen wir die tangentiale 
Bedulrtionskraft nennen und mit bezeichnen. 

8. Eiine Kraft von der Intensität 2m(ajf, wobei p die 
Projektion der gesamten Geschwindigkeit e des materiellen 
Punktes m auf die ic^-Ebeoe ist. Diese dritte Kraft heißt 
die Coriolissche Kraft K^. Ihre Richtung liegt in der 
X y-Khene, steht senkrecht auf der Hichtung der mit p be- 
zeichneten Geschwindigkeitökompouente, also auch auf der 
Geschwindigkeit c selbst, und wirkt in dem Sinne, daß ihre 
Richtung in die Riehtung von p durch eine Drehung in dem 
Sinne, in dem sich der Bezugskörper dreht, also bei posi- 
tivem fo in demselben Sinne, wie die positive sr-Achse in die 
positive 7/-Achse auf kürzestem Wege übergeführt wird. 

Diese drei Kriifte wollen wir wieder ilie liViluktions- 
kräfte nennen. Fügen wir sie für jeden materieilen Punkt m 
des Systems, welches wir das erste genannt haben, den 
ohnehin darauf wirkenden Kräften bei, so können wir die 
relative Bewegung dieses Systems gegen die in Drehung 
begriffenen Koordinatenachsen (oder gegen das damit fest 
verbundene zweite System) genau so berechnen, als ob 
dieselben ruhen würden, d. h. ein taugliches Bezugssystem 
wären. 

Was wir unter 1. und 2. von der Zentrifugalkraft 
und der tangentialen Reduktionskraft gesagt haben, lehrt 
der unmittelbare Anblick der Gleichungen 4B9)b Nur das 
unter 3. von der Coriolisschen Kraft Behauptetete be- 
darf noch der Erläuterung. Wenn man die Zentrifugal- 
kraft und die tangentiale Reduktionskraft hinzngefiigt 
hat, so muß man, wie der Anblick der Gleichungen 439) 
lehrt, noch zwei Kräfte hinzufügen, um aus den Glei- 
chungen 439) solche Gleichungen zu erhalten, welche genau 
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die Form der Gleichungen 438) haben, d. h. damit die Be- 
wegung genau so geschieht« als ob die Achsen OX, OY, 
OZ ein taugliches Bezugssystem wären. 

Diese beiden Kräfte, deren Hinzufiigung noch notwendig 
ist, sind: L Die Kraft B! =2mmrdd'jdt in der Rich- 
tung n 2. Die Kraft ^'s— 2m<odrldt in der Achtung 
Yon ^. Wir haben also noch nachzuweisen, daß die 
Coriolissche Kraft in der Tat die resultierende dieser 
beiden Kräfte ist. Dies geschieht so: drfdi, rd&fdt und 
dx>jdt sind die drei Kompcmenten der Geschwindigkeiten o 
in den drei Richtungen r, & und %. Die beiden ersten 
dieser Größen sind daher die Projektionen der nnt p be- 
zeiclmeten Geschwindip^keitskomponente in den ßichtuugen 
r und if", so daß man hat: 

^«i)COs(p,r), r^^i>sin(p,r). 

Daher ist: 

{R™ 2mmp^mi^, r) » 2w<öj?co8[-^(p, r) — 90*], 
2mü?j9COs(p, r) = 2??? (,)}) sin [4^(p, r) — 90^ ], 
K und fi' sind also in der Tjit die Komponenten einor 
einzigen Kraft von der Intensität Kr^ = 2m(i)p, deren Ricii- 
tung um 90" gegen die Richtung von p in dem der Drehung 
des Bezugskorpers entgegengesetzten Sinne gedreht ist, also 
m dem Sinne, in welchem man die positire y-Ächse auf 
kürzestem Wege in die Richtung der positiven o;- Achse 
drehen kann. 

Wenn umgekehrt gewisse Kräfte I\ , eine bestimmte 
Bewegung bezüglich eines tauglichen Bezugssystems hervor- 
bringen, so müssen ihnen noch die Kräfte — ^ und 
— zugefügt werden, um dieselbe Bewegung relativ gegen 
ein sich mit der Teränderlichen Winkelgeschwindigkeit o 
drehendes Koordinatensystem zu erzeugen, ~ , — JT, , und 
~ sind also die Führungskräfte, welche den zur Er- 
zeugung einer gewissen Bewegung bezüglich eines ruhenden 
Koordinatensystems erforderlichen Kräften noch hinzugefügt 
werden müssen, um jede Iffasse so zu führen, daß sie die- 
selbe Bewegung relatiT gegen ein sich drehendes Koordi- 
natensystem macht 
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§ 82. Weitere Sperialiiiernng. 

Wir können auf das erste materielle vSystem gewisse 
äußere Kräfte wirkend denken, und nun die Kräfte, welche 
das zweite System auf das erste ausüben müßte, wenn das 
zweite ruhte, mit denjenigen vergleichen, welche es auf das 
erste ausüben muß, wenn sich das zweite in gegebener 
Weise bewegt, wobei in beiden Fällen dieselbe gegebene 
Belativbewegung angenommen wird. Die Kräfte, welche im 
zweiten Falle dazu kommen müssen, sind die Führungskräfte. 

Wenn sich das bewegliche Koordinatensystem gleich- 
förmig dreht und jedes Massenteilchen des ersten Systems 
relativ gegen dasselbe ruht, so verschwinden und K^, 
Dann muß also das zweite System auf das erste, um die 
relative Kuhe zu erhalten, genau dieselben Kräfte ausüben, 
als ob bei gleichen äußeren Kräften beide rulien würden, 
aber auf jedes Massonteilc;hen des ersten Systems noch die 
Zcutrifugalkrait ivj \vir]veu würde, welch© also in diesem 
Falle die einzige Zusatzkraft ist. 

Auf jedes Massen teilciien des ersten Systems uiuü außer 
den Kräften, welclie bei Enlie beider 8vsteme das Gleich- 
gewicht herhalten wurden, noch eine der Zentrifugalkraft 
entgegen sres; et zte Kraft, die Zentripetalkraft, wirken, welche 
also die Fülirongskraft ist, die jedes Massenteilchen des 
ersten Systems in dem Kreise hemmführt, den es bei der 
Drehung beschreibt. 

Sobald die Drehung des zweiten Systems beschleunigt 
oder verzögert ist, tritt zur Zentripetalkraft noch die der 
tangentialen ßeduktionskraft JT, entgegengesetzte Kraft hinzu, 
Yon der im übrigen das Gleiche gilt wie von der Zentri- 
petalkraft. Doch reichen auch diese beiden Kräfte noch 
nicht aus, sobald das erste System eine Bewegung relativ 
gegen das zweite macht Dann tritt auch noch die der 
Ooriolis sehen Kraft ^tgegeagesetzte au£ Will man 
den für die Relativbewegung des ersten Systems gegen das 
bewegliche Koordinatensystem geltenden Gleichungen die- 
selbe Form geben, als ob dieses ein taugliches Bezugssystem 
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wäre, 80 muß man K^^^ K^, hinzufügen. Zu den Kräften 
aber, welche das ruhend gedachte zweite System auf das 
erste ausübt» muß man —K^, — iT,, —£'3 hiozufögen, um 
die Kräfte zu finden, die es bei seiner Torgeschriebenen 
Bewegung auf das erste ausüben muß, um bei diesem die 
gleiche Relativbewegung zu unterhalten. 

Sei z. B. der Hohlraum eines Gefäßes ein Rotations- 
körper mit yertikaler Achse, um welche das Gef&ß mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit in Drehung begriffen sei Im 
Gefäße; soll sich Quecksilber, Wasser und Ol befinden, even- 
tuell sollen auch feste Körper darin sein. Vermöge der 
Reibung wird ein stationärer Zustand erst eintreten, wenn 
alle Flüssigkeiten und feste Körper weder untereinander 
noch gegen das rotierende Getäß mehr eine Relativbewegung 
haben. Das betreffende Gleichgewiclit kann genau so be- 
reehnet werden^ als ob das riefäß saint seinem Inhalte 
ruhen würde, aber auf jedes iVlassenteii( 1 m; d letzteren 
außer der Schwere noch die eutspreehenfle Zeulrifugalkraft 
wirken würde. Dadurch wird auch auf die Gefäßwand im 
ruhenden Gefäße derselbe Druck erzeugt, welcher im be- 
wegten Gefäße unter dem Einliusse der Schwere allein herrscht. 

Ebenso kann das Gleichgewicht eines an einem Faden 
aufgehängten schweren Körpers, der in gleichförmiger Kotation 
begriffen ist, genau so gefunden werden, als ob derselbe ruhte 
und auf jeden Punkt desselben außer der Schwere noch die 
Zentrifugalkraft wirkte. Vom Widerstande der nur teilweise 
mitrotierenden Luft ist dabei natürlich abgesehen. Damit 
dieser nicht stören würde, müßte der Aufhängefaden samt 
der umgebenden Luft in einem mit gleicher Geschwindigkeit 
rotierenden Ge&ße eingeschlossen sein. 

Wenn ein schwerer Körper irgendwo auf der Erde an 
einer unausdehnsamen oder elastischen Schnur aufgehängt 
ist und relativ gegen die Erde ruht, so verhält er sich genau 
00, als ob er samt der Erde ruhte und außer der Anziehung 
der Erde und der Spannung der Schnur noch die Zentri- 
fugalkraft infolge der Achsendrehung der Erde auf ihn 
wirkte. Die Schnur nimmt also die Richtung der Besul- 
tierenden aus der wirklichen Anziehung der Erde auf den 
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Körper und der Zentrifugalkraft iiifolge ckr Erdrotation an. 
JJiesc Bichtuiig hcilit dio Riclitung der scheinbaren Schwere 
oder der scheinliaren ßeschleuiiigung der Scliwere oder kurz 
die Vertikalrichtung an der betreÖeuden Stelle der Erdober- 
fläche, Sie trifft, wenn diese Stelle auf der nördlichen Erd- 
hälfke liegt, die Erdachse nicht im Erdmittelpunkte 0", 
sondern südlich davon im Punkte 0. Die Si)a!inung der 
Schnur, welche den Körper trägt, ist ebenfalls niclit gloicli 
der Aii/icbungskraft der Erde auf den Körper, sondern der 
Resultierenden dieser Anziehungskralt und der Zentriiiigal- 
kraft. Man nennt diese Kesiiltierendo, welche die Sfiannung 
der Schnur oder den Druck des schweren Körpers auf sein© 
Unterlage im Falle der relativen Kuhe gegea den Erdkörper 
stets bestimmt} das scheinbare Gewicht jenes schweren 
Körpers an dieser Stelle der £rde. Das durch die Masse 
des £5rper8 dmdierte scheinbare Gewicht nennt mau die 
scheinbare Beschleunigung der Schwere an der betreffenden 
Stelle der Erde. Wenn ein Körper daselbst frei fällt» d. h. 
wenn außer der Erdanziehung keine Kraft auf ihn wirkt/) 
so hat übrigens, wie wir sehen werden, seine Beschleunigong 
relativ gegen die Erde nur in Momenten, wo er gerade die 
Geschwindigkeit NuU relatir gegen die Erde hat, genau die 
Große und Bichtung der im betreffenden Punkte herrschen- 
den scheinbaren Beschleunigung der Schwere. 

Wir werden in der Hydrostatik sehen, daß im Falle 
des Gleichgewichtes die Oberfläche einer Flüssigkeit immer 
senkrecht zur Besnltierenden aller Kräfte stehen muß, die 
auf ein TeUchen der Oberfläche wirken. Die Meeresfläche 
muß daher im Zustande der relativen Buhe gegen die Erde 
an jedem Orte senkrecht auf der Vertikalrichtung dieses 
Ortes stehen. Die Kriaiiruu^^ iehrt^ daß auch die OberHächo 
des festen Erdkörpers, abgesehen von den gegen die Dimen- 
sionen der Erde Yerschwindeud kleinen Erhebungen, Hügeln 



Die durch aeine Bewegung und die Erddrehung bedingten 
Zusat^räfte Bind dabei natttrlich nicht zu den auf den Körper 
wukenden Kräften gerechnet, da wir sie bloß fingeren, nm uns die 
BeclinuDg zu erleichtern. 
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und Bergen, senkreclit auf dieser Bichtong steht, TieUeicht 
weil dieser zu einer Zeit, wo die Erde schon nahezu die- 
selbe Umdrehungsgeschwindigkeit hatte, flüssig war, Tielleicht 
auch, weÜ er noch immer gentt(;?end Terschiebbar ist, um 

in so langer Zeit die entsprechende Gestalt anzunehmen. 
Es ist daher die Erdu keine Kugel, sondern nahezu ein an 
den Polen abgeplattetes Botationselüpsoid. 



§ 85. Wiedereinfohmng rechtwinkliger Koordinaten. 

Wir wollen zunächst in den G-leichnncten 435^) wieder 
die reclitwinkligen Koordinaten eintühren, welche sich auf* 
die Achsen OX, OY, OZ beziehen, von denen wir schon zu 
Anfang des § 80 Gebrauch gemacht hatten. Wir können 
dies am leichtesten, wenn wir bedenken, daß die Bewegung 
genau so vor sich geht als ob sie relativ gegen ein taug- 
liches Bezugssystem geschähe, wenn wir zu den tatsächlich 
auf m wirkenden KiMten, deren Besultierende in den Eich« 
tungen der drei Koordinatenachsen OJC, O F, OZ die 
Komponenten .Y. 7, Z haben soll, noch die drei Kräfte 
E^, K^, hinzufügen, welche alle in der Richtung OZ 
die Komponente Null haben. Da die Bichtung von 
r hat, so sind m<xt*x und mco^y seine Komponenten 
in den Bichtungen OX und 0 7, Da femer die Kraft 
K^^mrddoldt auf r senkrecht steht und nach der 
früher angegebenen Bogel in dem Sinne wirkt, in dem tp 
wächst, so daß wenn doo/di und die Koordinaten des mate- 
riellen Punktes m positiv sind, ihre 2>Komponente positiv, 
ihre ^-Komponente aber negativ ist, so sind: mydcojdty 
^mmdealdt ihre Komponenten in den Bichtungen OX 
und 0 r. Da endlich senkrecht auf der mit p bezeich- 
neten Geschwindigkeit steht und für positive Werte von 
dxjdt und dyjdt in der a;-Bichtung eine positive, in der 
^-Bichtung eine negative Komponente hat, so sind ^mmdyjdt 
und ''2m(odxjdt seine Komponenten in den Richtungen 
OXund OT. Fügen wir alle diese Kräfte den tatsächlich 
auf m wirkenden Kräften A', r, Z hei, so erhalten wir die 
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gewöhnlichen Bewegangsgleichnngen, welche nach Division 
durch m folgendermaßen lauten: 



441) 



d*x 



dr m ^ dt 



dx 
0, ^j, 



Sehr leicht findet man diese Gleichungen direkt mit Hilfe 
der Lag rangeschen GMeichongen für generalisierte Koordi- 
naten. Man kann offenbar die Koordinaten x, y, x der 
Masse m relativ gegen das rotierende Koordinatensystem 
als Variable betrachten, welche dessen Position zu jeder 
Zeit eindeutig bestimmen und daher Langrauges Glei- 
chungen anwenden, in denen x, y, x für i^^, p^, . . . zu 
setzen ist. Aus den Gleichungen 437) folgt: 

x\ = od cosw — ^sinu; — xta^vtiw — y^ocosccr, 
=as ai' sinw + y'cos w -f- a;«;cos«7 — y «sinw. 

Die lebendige Kraft der Masse m ist 



Daraus folgt 



=s OT (äc' — Ol 



02/ 



d T 



0, 



mit . 



Die Substitution dieser Werte in die Lagrang eschen 
Gleichungen, welche in diesem Falle lauten 



dt [d^J dx 



mit zwei anabgen für die y- und ^t^Achse liefert sofort die 
Gleichungen 441). 
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Es ist dies ein Beispiel für die Anwendung generali« 

sicrtcr Koordinaten, welche die Zeit explizit enthalten, wes- 
halb auch die lebendige Kraft T hier eine inhomogene 
(j^uadratische Funktion der x, y, % ist. 

§ 84. GnUKlgleichungen fiir die Beweening" eines sdiweren 
Körpers relativ gegen die rotierende Erde. 

Wir wollen nun in Kürze eines der wichtigsten Pro- 
bleme der Belatiybewegung behandeln, nämlich das der Be- 
wegung eines schweren Körpers relativ gegen die in Drehung 
begriffene Erde. Wir betrachten bloß die Bewegung eines 
schweren materiellen Punktes Yon der Masse m relativ gegen 
die Erde. 

Es seiiVder Nordpol der Erde. A der auf der nördlichen 
Hemisphäre gelegene rankt, wo sich der materielle Punkt w 
zu Anfang der Zeit liefand. Wir ziehen durch A ein recht- 
winkliges Koordinatensystem. Die Achse ist der Rich- 
tung der scheinbaren Schwere im Punkte A entgegen o[:esetzt. 
Die negative ^^-Achse schneidet die Erdachse im Punkte O. 
Den Winkel l<^ O A hezeichnen wir mit90 — so daß € die 
geographisclie Breite von A ist. Die .^'Ty-Achse ist im 
Punkte ^4 südlich, die A |-Achse westlicli gerichtet. Die 
Normale vom Punkte .1 auf die Erdachse habe den Fuß- 
piinkt 0\ A A' sei ihre Yerlängerung über A hinaus, So- 
wohl der Punkt A als auch die Achsen Ari^ A^ sind 
während der Drehung der Erde fest mit dieser verbunden. 

Zu irgend einer Zeit t habe der Punkt m die Koordi- 
naten I, f bezüglich dieses Koordinatensystems, e sei seine 

Geschwindigkeit relativ gegen die Erde, t* , t? = 1 

w ^ deren Komponenten bezüglich derselben Koordi* 

natenachsen. H, Z seien die Komponenten der G^amt- 
kraft mit Einschluß der Zentrifugalkraft» welche auf m wirkt, 
in den KoordinateniichtuDgen, so daß also, wenn nur die 
Anziehung der Erde wirken würde, im Punkte A selbst 
£ SS H =0, ^eich dem scheinbaren Gewichte mg der 
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Masse m wäre^ wenn g die scheinbare Beschleunigung der 
Schwere in A ist 

Wir können die for rahende Körper geltenden Glei- 
chungen der Mechanik anwenden, wenn wir den Kräften 
H, H» Z noch die Coriolissche Kraft heif&gen. Man be- 
weist leicht, daß die Kesultierende der durch mehrere Ge- 
schwindigkeiten geweckten Coric Iis sehen Kräfte gleich der 
durch die Kesultierende jener Geschwindigkeiten geweckten 
Corio Iis sehen Kraft ist 

Die durch die Gesciiwindigkeitskoiiipoiicute u geweckte 
Coriolissche Kraft hat die Intensität 2mum und steht 
aui' u senkrecht in eiiier zur Erdachse normalen Ebene. Sie 
hat die Richtung A (y, da diese durch die Krddrehung auf 
kürzestem Wege in die positive ^|-Kichtimg übergehrt. 
(0 ist die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung, Die 
Komponenten der durch u geweckten Corio Iis sehen Kraft 
in den Richtungen A^, Anj^ Ai^ sind also Null, — 2mtt£üsme, 

— 2 ni u (u cos 6. 

Um die durch die (Teschwindigkeitskoraponenten v und 
w geweckten Coriolisschen Kräfte zu finden, müssen wir 
diese beiden G eschwindigkeitskoniponenten auf eine zur Erd- 
achse senkrechte Ebene projizieren. Die Projektionen sind 
«sine und t&oose und haben beide die Eichtang Die 
durch sie geweckten Coriolisschen Kräfte haben daher 
beide die Richtung >4f und sind 2m(öt'sin« bezw. 2mö9«t>cose, 

Fttgen wir alle diese Coriolisschen Kräfte den Kräften 
H, Z bei, so erhalten wir die Bewegungsgleichungen: 

— = -h 2 ß) fp sin « + «; cos «), 

— H — 2o>f«sin«, 

— Z — 2a?ttCoe«. 

m 

Man pflegt diese Gleichungen gewöhnlich auf einem anderen 
Wege abzuleiten. Man wählt zuerst 0 als Koordinaten- 
ursprung, 0^ als positive ^Achse und legt die ^Achse 
durch 0 in den geographischen Meridian des Ortes A. Sind 

21 
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du 
dt 

d» 
dt 

dw 
dt 
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X, y, » die Koordinaten des Punktes m zxa Zeit t bezüglich 
dieses Koordinatensystems, so gelten Xy % die Glei- 
chungen 441). In diese Gleichungen werden dann |, ^, ^ 
durch Koor^atentransformation eingeführt Die Transfor- 
mationsgleichungen sind, wie man leicht sieht, die folgenden: 

{ S^^^t «ja^sine^xcos«, ^m^y oosb + x mnt ^ OÄj 
443) i y = 7}sme-\-{C+OA)coBe, — i|C0S«+(f +OJ)8in«, 



1 £«A', H = 



Es iolgeü wieder die (ileichmigen 442). 

Man hat hierl)ei einen Vorteil. Die Gravitationswirkung 
der Erde auf m hat jedenlslls eine Kraftfunktion (p, welche 
mit genügender Annäherung als Funktion yon x und 

y^ + y' betrachtet werden kann. Wirkt daher nur die 
Schwere» so sind X, T, Z die negativen partiellen Ab- 

fit ©' 

leitungen 443) von \ff ss (p ~ (x^ + nach den Koordi- 
naten. 

Um — H» — H, ~ Z zu erhalten aber braucht man 
bloß in diesen Ausdruck |> ^ für x, y, % einzuführen 
und dann nach |, 47, ^ partiell zu differenzieren. 

Man erhält so ganz allgemein die Gleichungen; 



444^ 



du 

"d 
dv 
~dt 

dw 
dt 



j- Ä -i- — + 2 fti sin « + 6J co8£), 
— (h' — — 2 <a w sin t , 

Z — — 2 0> WCOöC, 



wobei die enthaltenden Glieder die Wirkung dei' Schwere 
und Zentrifugalkraft darstellen, H', Z' aber sind die 
Komponenten der Kräfte , welche etwa sonst noch auf die 
Masse m wirken. 

Es läßt sich aber die Funktion doch nur angenähert 
ermitteln und wir werden mit der Gleichungen 442) aus- 
kommen. 
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§85. BeispiAle. 

Es möge sich der Paukt m nur wenig Ton seiner Aus- 
gangssteile Ä entfernen. Da daselbst die AS-Achm der 
scheinbaren Schwere entgegengerichtet ist^ so ist dort, wenn 
nur die Schwere wirkt, H — H=0, Z= — w^. In nn- 
mittelbarer Nfihe von Ä hat man daher die G-leichungen: 



445) 



du i\ / • , \ 

^ j s 2 a> (v sm £ + ^ cos s) , 

dv A 

a« — ff — 2a>wco8s* 

dt * 



1. Schuß nach Süden, Der Punkt m habe zu Anfiaiig 
eine sehr große horizontale südlich gerichtete Geschwindig- 
keit V, Aus der ersten der Gleichungen 445) folgt, daß er 
allmählich dazu eine westliche Geschwindigkeit u=2<atv6m€ 
erhält Er weicht also westlich ab. Erst wenn u größer 
geworden ist, wirkt es wieder auf v, und wenn die Vertikal- 
bewegung länger gedauert hat, wirkt auch sie auf u; das 
erste, was man beriiurkt, ist aber die westliche Abweiciiuug. 
Da. iiiic Geschwindigkeit u der Zeit proportional ist, so ist 
die West Verschiebung | = eo^^ysinc dem Quadrate der Zeit 
proportional. 

Ebenso erfährt ein westlich geworfener Körper eine 
Norddeviation, ein nördlich geworfener eine Ost- und ein 
dsiUch geworfener eine Süddeviation. Man sagt der südlich 
geworfene Körper kommt in Gegenden, wo die absolute 
dstlicbe Geschwindigkeit der Punkte der Erdoberfläche in- 
folge der Erdrotation großer ist, bleibt also westlich zurück, 
wogegen ein nördlich geworfener Körper östlich der darunter 
befindlichen Erdoberfläche yoraneilt 

Ein nach West geworfener Körper aber bewegt sich 
absolut im Baume in der durch den im Baume fix gedachten 
Punkt A gehenden Vertikalebene. Geht dagegen der Punkt 
mit der Erde mit, so dreht sich die durch A gehende 
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Yertikalebene, und zwar ihre westliche Hälfte nach Süd, so 
daß die alte Vertikalehene nach Nord dayon abweicht 

2. Benzenbergs Fallversuehe. Der Punkt m falle ohne 
Anfangsgeschwindigkeit freL Es ist in erster Annäherung: 

Der K örper fällt also nicht iu der Vertikalen frier Richtlinie 
eines durch einen ruhenden schweren Körper gespannten 
Fadens), sondern weicht östlich ah und es ist der Ahsolut- 
wert der Deviation der dritten Potenz der Fallzeit i)ro])or- 
tional. Es wäre leicht, die Annäherung weiter zu treilien 
und die Glieder mit zu berechnen, doch erscheint dies 
nicht notwendig. 

3. FoueauUs Pmdd, Wenn ein langes Pendel nnr Ideine 
Ezkursionswinkel beschreibt» so kann man es mit genügender 
Annäherung als einen materiellen Punkt betrachten, welcher 
sich in der | ^Ebene bewegt und auf den immer eine gegen 
dessen Buhelage A wirkende und der Entfernung Ton der- 
selben proportionale Kraft wirkt Es ist also in den G-lei- 
chungen 442) zu setzen w^Oj £ = m |, H'^^^ma^nj. 
Diese yerwändeln sich daher in 



d»j? 



2b 



IT' 



dV' 



wobei 6 Hi Q) sin e . 

Das allgemeine Integral ist 

|«--4C08(«i< + B)+ Ccos(«jj< 
f)^Asm{n^t + B)^ (7 sin (n^ * + -D), 

wobei 



oder da b klein gegen a ist 
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Die einfachste partikul&re Lösung ist 

I = ^ [cos [a — b)i cos [a + b]t] = 2 A cos b t cos a t , 
fj s ^[8m(a — b)i ~ sin (a + b)t] » — 2ÄaisibtG0Bat. 

Das Pendel schwingt daher anfangs w68t(Vstlich nach 

der Zeit ^ „ ^. — nord südlich, d.h. die Westelongatioa 

ist kontinuierlich in eine Nordelongation übergegangen usw. 
Die Schwingnngsebene dreht sich in der Zeit 24 Standen 
mal sine nm 360^ der Erddrehnng entgegengesetzt, also 
genau so, als ob die Lage der Schwingungsebene im Baume 
fix wäre und sich die Erde mit der Winkelgeschwindigkeit 
«osinc darunter hinwegdrehen wISrde, was die Komponente 
ihrer Winkelgeschwindigkeit nm die Vertikale des Punktes A 
als Achse ist Doch geschieht die Bewegung nur, wenn Ä 
einer der Pole der Elrde ist, exakt in dieser Weise» Fttr 
alle anderen Lagen bewirken die durch die Vertikalbewegung 
des Pendels verursachten Deviationen kleine Abweichungen^ 
welche wir mit diesen Vertikalbewegungen vernachlässigt 
haben. 

§ 86. Bewegung auf einer Ifiveaufl&ehe der 
idheinbaren Sehwere. 

Da die Sckwere groß ist gegenüber der Coriolis sehen 
Kraft, 80 werden, wenn sich die Masse m weit bewegt, 
zuerst die St5miigen bemerkbar sein, welche dadurch ent» 
stehen ; daß die Schwere in Bichtung und Grroße variiert. 
Ist der Punkt m gezwungen, sich auf einer Niveaufläche 
der scheinbaren Schwere zu bewegen, so wird aber diese 
durch den Gegendruck, welcher ihn hierzu zwingt, immer 
aufgehoben. Dann kann man also mit größerer Annäherung 
als sonst die Bahn des Beweglichen aus den Gleichungen 442) 
berechnen, ohne daß man die Funktionen 9p und ^ zu kennen 
braucht. 

Es soll außer der scheinbaren Schwere und der Kraft, 
welche den Punkt m zwingt, auf einer Niveaufläche derselben 
zu bleiben, keine Kraft wirken. Dann erhält man so lange 
die Niveaufläche, als eben (mit der |i7-£bene zusammen- 
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fallend) betrachtet werden darf, ans 442) die beiden Glet- 
chungen : 

Ist für < =s 0 z. B. I SS 1? =s 0, ^ SS , ^ = v^, so liefert 
die Integration 

|=.-^[l-cos(cO]+^8in(cO, 

I? «^[cos (c^— 1] H--^8in(cfl, 
wobei 0 s 2 «E» sin 6. Die Gleichung der Bahn ist 

Dieselbe ist also ein £reis vom Kadins Dies 
ist der Weg, den ein mit der Geschwindigkeit }fu* + 
bewegter Körper etwa in Stunden zurücklegen würde. 

Der ganze Kreis wird in — — - Stunden beschrieben, während 
° sine 

welcher Zeit die Bewegungshindemisse wohl Hingst die Ge- 
schwindigkeit des Beweglichen aufgezehrt haben. Die früher 
gefundenen SeitenalvsVf-i chungen horizontal geworfener Körper 
sind dadurch bedingt, daß sich diese in Bögen die^p'^ Kreises 
bewegen. Umgekehrt folgt aus der schon früher gefundenen 
Tatsache, daB die Seitenabweichung für jede horizontale 
Wurfbewegung im selben Sinne erfolgt und gleiche ErUmmtmg 
erzeugt, yon selbst wieder die Bewegung im Kreise. 

Wollte man die Bewegung eines schweren Punktes auf 
einer Niveanfläche der scheinbaren Schwere nicht relativ 
gegen die Erde, sondern absolut im Baume berechnen, so 
müßte man bedenken, daß die Schwere allein nicht senk- 
recht auf der besprochenen Nireaufläche steht, sondern 
tangential dazu eine Komponente hat, die der der Zentri- 
fugalkraft immer gerade entgegengesetzt ist. Diese Kompo- 
nente bewirkt, daß ein Körper, welcher gezwungen ist, sich 
in einer NiTeaufi&che der scheinbaren Schwere zu bewegen, 
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wenn er anfacgB die Geschwindigkeit hat, welcbe derselben 
Stelle des Krdkörpers vermöge der Erdrotation :'iikiHjimt, 
sich absolut im KauniP nicht in einer geodätisclieii Linie 
der Niveaafläche der scheinbaren Schwere, sondern in einem 
zur Erdachse senkrechten Parallelkreise derselben bewegt. 
Wenn er eine gleichgerichtete, aber größere oder kleinere 
Geschwindigkeit hat, erklärt diese Komponente die Seiten- 
abweichung, falls man von der Betrachtung der Absolut- 
hewegung des Körpers ausgeht und diese erst nachlier mit 
der der Erde Tergleichi 

% 87. AUgemeiiiflte Gleiehnngen für die EeUtirbewegiuig. 

Wir wollen nur noch weniges über den allgemeinen 
Fall sagen, daß ein beliebiges starres System (das zweite 
System) eine Tollständig beliebige Bewegung madit und die 
Bewegung eines anderen (des ersten Systems) relativ gegen 
die des zweiten zn berechnen ist 

Wir können die Bewegung des zweiten Systems zu- 
sammensetzen aus einer Bewegung eines Punktes Q des« 
selben (des Schwerpunktes oder auch irgend eines anderen 
Punktes) in einer Eurre und eber Drehung um eine stets 
durch diesen Punkt gehende Achse, die augenblickliche 
Drehungsachse, wobei jedoch sowohl die Lage der Achse 
als auch die Winkelgeschwindigkeit der Drehung sich kon- 
tinuierlich mit der Zeit ändern kann. Wir führen ganz wie 
in § 80 ein fixes Koordinatensystem OX, OY, OZ und ein 
bewegliches 12 1, üfi, QU ein. Die Achsen des letzteren 
sollen fix mit dem zweiten Systeme verbunden sein, sein 
Ursprung soll der besprochene Punkt 12 sein. 

Was wir suchen, sind die Gleichungen für die Ver- 
änderung der Koordinaten 7], ^ irgend eines materiellen 
X'unktes m des ersten Systems bezüglich des zweiten be- 
weglichen Koordinatensystems, während wir auf die Koordi- 
natenachsen X, y, » desselben Punktes bezüglich des fixen 
Koordinatensystems die gewöhnlichen Beweginvgsd^^ichungen 
der Mechanik anwendeti können. Am ; ;i-i l)Lj.sten koiiimen 
wir da anzweifelhait wieder mittels der Lagrangei^cken 
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Gleichungen zum Ziele. Wir bezeichnen, wie in § 26 die 
Komponenten derGfeschwindigkeit desPonktes Q des zweiten 
Systems in den Bichtnngen G^, Qiit welche augen- 
blicklich die beweglichen Kooidinatenachsen haben, mit 
u, Vf w; ferner die Komponenten der augenblicklichen 
Winkelgeschwindigkeit des zweiten Systems^ also auch des 
beweglichen Koordinatensystems in denselben Bichtungen 
Q^, Qfi und mit v. Wenn dann ein Punkt mit 
den Koordinaten 1» 17, ^ bezüglich des beweglichen Koordi- 
natensystems fest mit diesem verbunden wäre, so daß |, 17, ^ 
mit der Zeit unyeränderlich wären, so wären dessen Ghe- 
schwindigkeitskompouenten in den Bichtungen Üfj und 
nach den Gleichungen 156) 

446) + — f«?, «' + «'1 — w + Xfi^fi^, 

Wir können uns die Bewegung des zweiten Systems 
und damit die des beweglichen Koordinatensystems dadurch 
gegeben denken, daß uns dessen Anfangslage und die Werte 
von u, V, Wf '/., u, V zu jeder Zeit gegeben sind. Ist die 
Bewegung des zweiten Systems irgendwie anders gegeben, 
so können doch daraus die Werte dieser sechs Größen tiir 
jede Zeit berechnet werden. Die Koordinaten |, 7/, irgend 
eines Massenteilchens m des ersten Systems bezüglich des 
beweglichen Koordinatensystems sind im allgemeinen nicht 
mit der Zeit unveränderlich. Ihre Differential' [uotienten 
nach der Zeit seien |'. ?/, Wir fmden daher die Gesamt- 
komponenten der Geschwindigkeit des Massenteilchens m in 
den Bichtungen, welche iif] und augenblicklich 

haben, indem wir zu den drei Ausdrücken 446) noch |' bezw. 
ff und ^ addieren. Diese drei gesamten G-eschwindigkeit-s* 
komponenten des Massenteilchens m sind also 

I' + w + /i^ - y«?, V+^ + ^'i — ^'^f r + + - f^S» 

und die augenblickliche lebendige Kraft des Massenteil- 
chens m ist 
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Bezeichnen wir also mit £ die Kraft, welche in der Bich- 
tang 12 1 auf das Bewegliche wirkt, so ist die anf die 
Abszissenrichtung bezügliche Gleichung: 

dt [er) ai ~-' 

oder nach Substitution des Wertes für T 

= 1^(1?'+ - «;) + 1 (AH + - XiXi+M+^Q- 

Die auf die beiden anderen Koordinatenachsen bezüglichen 
Gleichungen entstehen daraus durch zyklische Vertauschung. 

Es wäre leicht, Gleichungen abzuleiten, in denen andere 
zur Bestimmung der Bewegung des zweiten Systems dienende 
Variable Yorkommen, z. B. die Komponenten der Geschwindig- 
keit yon Q und der Botationsgeschwindigkeit in den Bich- 
tungen der fixen Koordinatenachsen, sowie die yerschiedenen 
Zusatz- bezw. Beduktionskräfte geometrisch zu diskutieren. 
Docli will ich hierauf nicht näher eingehen, da diese allge- 
liieinen Grleichungen bisher keine Anwendung gefunden haben. 
Es sei nur noch bemerkt, dab, wenn man die augenblick- 
liche Winkelgeschwindigkeit eines starren Systems in Kom-» 
ponenten zerlegt, zwar die wirkliche augenbhckhche Ge- 
schwindigkeit jedes Punktes die Superpositiou der Ge- 
schwindigkeiten ist, die er infolge der Komponenten hatte, 
dies aber keineswegs von den Beschleunigungen gilt, die ja 
aus unendlich kleinen zweiter Ordnung folgen und unend- 
lich Kleines zweiter Ordnung wurde heim Beweise des Satzes 
von der Zusammensetzung der Drehungen Ternachlässigi 
Deshalb sind auch die Zusätze, Reduktions- und Führungs- 
kräfte, welche wegen einer Rotation des Bezugssystems an- 
zubringen sind, keineswegs einfach die Sui)erposition der- 
jenigen, weiche infolge jeder der Komponenten der Rotation 
anzubringen wären, wenn diese allein yorhanden wäre. 
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§ 88. Das TrägheitBfesetB. 

Wir wollen Dan zum Schlusse auf eine fundamentale 
Schwierigkeit zurftokkommcn. welche sich in den einfachsten 
Grundgesetzen der Mechanik findet, nämlich auf die Forma- 
Uerung des Trägheitsgesetzes, wenn man keinen absoluten, 
transzendenten Raum einführen wilL Wir sind dieser 
Schwierigkeit in der einfiftchsten Weise aus dem Wege ge- 
gangen, indem wir Ton etwas Wirklichem oder Existierenden 
gar nicht sprachen, sondern die Materie dnrch bloße Ge- 
dankenbilder, die materiellen Punkte ersetzten, unbekümmert 
darum, ob dies nicht auch in anderer Weise (z. B. unter 
Zugrundelegung eines anderen Koordinatensystems) mit 
gleichem Erlblge geschehen könne. 

Gedankenbilder zu formen, wie wir wollen, kaun uns 
niemand verwehren und daher auch nicht nebst den mau - 
riellen Punkten noch ein Koordinatensystem (das taugliche 
Bezugssystem) in dieselben aufzunehmen. Wir nennen diese 
Gedankenbilder nur deshalb hinterher wahr, weil sie uns 
nützlich sind, die künftigen Erscheinungen (unsere künfiigen 
Empfindungen) möglichst vollständig und mühelos voraus- 
zusagen, d. h. ihnen unsere Willensimpulse anzupassen. 

Ein innerer Grund der Behauptung, daß die Gedanken- 
bilder, in denen das Bezugssystem Torkommt, nicht exakt 
mit der Erfahrung sollten stimmen können, ist mir eicht 
erfindlich. Ich finde im Gegenteile, daß gerade diese Be- 
hauptung a priori etwas über die Erfahrung auszusagen 
bestrebt isf^ was diese uns nicht früher selbst sagte. Ich 
kann daher in dieser Beziehung Mach nicht beipflichten, 
welcher, wenn ich ihn recht verstanden habe, daraus, daß 
imsere Gedanken nur Beziehungen zwischen den Objekten 
darzustellen haben, schließt, daß das Trägheitsgesetz nur 
durch die Fixsternwelt bestimmt sein könnte. Wäre das 
hier entwickelte Bild absolut richtig, so wären eben die 
Beziehungen zwischen den Objekten so, daß zu ihrer ein- 
fachsten Darstellung im Geist ein solches Bezugssystem 
gehörte. Daß der Fixstemhimmel bezüglich dieses Bezugs- 
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Systems absolut drehungsfrei ist, wäre keine Notwendigkeit, 
daß er es sehr angenähert ist, aber wäre ans der großen 
Entfernung, die bei starker Drehung enorme Zentripetal- 
kräfte fordern würde, erklärbar. 

Für jemand, der die ganze, endlich gedachte Fixstern- 
weit übersähe, bestfinde sogar die theoretische Möglichkeit^ 
ihre Drehung mittels des Foucaultschen Pendels oder eines 
Gyrotrops zu konstatieren, wie wir sie f)ir die Erde kon- 
statieren könnten, wenn uns das Licht und damit die 
Kenntnis anderer Himmelskörper fehlte. Allerdings wäre 
diese Konstatierung keine unbedingte. Aber, wollte man sie 
leugnen, so müßte man die noch weit unnatürlichere und 
den Voraus.setzimgen dieses Buches zuwiderlaufende An- 
nahme einer von einer fixen Geraden auf alle Massen aus- 
geübten, der Masse und Entfernung proper Uouaien Kraft 
und dazu noch der entsprechenden, auch von der Geschwindig- 
keit und Lage im Eaumc (gegen die Fixsternwelt) abhängigen 
Coriolis sehen Kraft machen. Auch würde ein einziges 
Foucaul tsclies Pendel oder Gyrotrop nicht hmreichen; 
dem) da könnte die Möglichkeit m kleiner störender Kräfte 
wohl kaum sicher verneint werden. Aber wenn die ver- 
schiedensten Foucaultschen Pendel, Streintzschen Gyro- 
trope, nach Lange geschleuderten materiellen Punkte usw. 
usw. in ihrer relativen Bewegung gegen die Stemenwelt, die 
ich natürlich endlich und ab Ganzes heohachthar annehme, 
alle auf eine Rotation der letzteren hinwiesen, so könnten 
wir doch als höchstwahrscheinlich hinstellen , daß sich hei 
Annahme derselben, also Aufnahme eines Bezugssystems in 
unser Gedankenhild, die Erscheimnigen am einfachste n er- 
klären oder sagen wir lieber beschreiben, im Gedanken 
nachbilden lassen, wie wir ja schon jetzt überzeugt sind 
daß sich hei Annahme einer Rotation der !Brde «he kos- 
mischen Erscheinungen allein in yemünftiger Weise be- 
schreiben lassen. 

Daß es einen wirklichen Körper a gebe, der stets be- 
züglich unseres tauglichen Bezugssystems ruhte und dasselbe 
daher ersetzen könnte, wäre eine absurde Idee. Als bloßes 
Gedankending aber nenne ich es lieber „Bezugssystem" als 
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,^drper Schon der Name y,Kdrper<' scheint mir so 
unpaasendy wie mdgUch. 

Bleiben wir also wieder bei der Annahme, die in diesem 
Buche beschriebenen Bilder würden die Natur exakt dar- 
stellen und die Welt wäre endlich. Dann müßte allerdings 
ihre durch ihren Schwerpunkt gehende invariable Achse 
bezüglich jedes tauglichen Bezugssystems ihre Bichtung 
unveränderlich beibehalten und das gesamte Flächenmoment 
der Welt bezüglich derselben müßte konstant sein. Das 
hat aber keine andere Bedeutung als die folgende; Gegeben 
sind uns nur die relativen Lagen aller Teile der Welt zu 
allen Zeiten. Wir können sie auf ein beliebiges zu jeder 
Zeit wieder beliebig anders gewähltes Koordinatensystem 
beziehen und auch je zwei Zeitatrecken nach Belieben gleich 
oder vers(;hieden lang nennen. Aber nur bei einer be- 
stimmten Bezeichnung der Zeitslreckeu als .G;leich hing und 
nur bei bestimmten zeitlichen Reihenfolgen der Lagen dieser 
Koordinatonsystenie ist die Bedingung erfüllt, daß die auf 
sie bezogenen Veränderungen jedes materiellen Punktes der 
Welt die einfachen in diesem Buche dargelcgtej^öleichungen 
der Mechanik erfüllen. Nur wenn dies der Fall ist, nennen 
wir die zeitliche Beihenfolge der betretenden Koordinaten- 
systeme ein taugliches Bezugssystem. 

Für jedes solche taugliche Bezugssystem^ nun muß nach 
dem Bewiesenen die durch den Schwerpunkt der Welt 
gehende Achse, bezüglich welcher die Summe der Flächen- 
momente der Welt ein Maximum ist, eine unTeränderliche 
Lage haben und diese Summe muß seihst eine Konstante 
sein. Natürlich ist dabei noch vorausgesetzt, daß man sich 
die Welt überhaupt endlich denken will £s könnten aber 
ganz gut die mechanischen Differentialgleichungen fttr eine 
solche Beihenfolge yon Lagen des Koordinatensystems ihre 
einÜAche Form annehmen^ für welche das konstante Flächen- 
moment der Welt um seme durch den Schwerpunkt gehende 
invariable Achse nicht den Wert Null hat, so daß also 
gewissermaßen die Welt in Drehung begriffen wäre, die 
freilich im selben Maße klein sein müßte als die Welt 
groß ist 
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So gänzlich unwahrsclieiiilich es ist, daß unsere Kenntnisse 
wirklich sich jemals so ausbreiten werden, so können wir tins 
doch im Gedanken in die Lage Tersetzen, daß wir die ganze 
Fizstemwelt, wenn wir uns dieselbe überhaupt endlich 
denken, so gut kennen würden, als wir heute unsere Erde 
kennen und daß wir eine Drehung derselben so sicher nach* 
weisen könnten, als die der Erde. Wenn es das Licht nicht 
gäbe, uns also außer der Erde kein Himmelskörper bekannt 
wäre^ so wären wir sicher Tiel später zum Begriffe der ab- 
soluten Drehung gelangt. Wir hätten aber auch sicher 
durch Versuche an Gyroskopen, Pendeln usw. dazu gelangen 
können und wären auch wahrscheinlich dazu gelangt Es 
ist also keineswegs bloß die Beziehung zum Fixstemhimmel, 
was diesen Begriff bedingt 

Daß die sukzessiTen Lagen der Hauptträgheitsachsen der 
Welt bezüglich ihres Schwerpunkts ein solches taugliches 
Bezugssystem bilden, wäre naturUch iiiöglieli uiul unserer 
bisherigen Erfahrung nicht widersprechend, nach welcher 
beliebige, unveränderlich mit dem nahe unveränderlichen 
Fixsternhimmel verbundene Achsen taugliche Bezugssysteme 
sind. Unter dieser Annahme wäre die Aufnahme eines be- 
sonderen Koordinatensystems überüüssig, da dessen Lage 
aus den sukzessiven relativen Lagen aller Teile der Welt 
für jeden Zeitmoment berechnet werden könnte. Da aber 
die Richtigkeit einer solchen Annahme durch nichts bewiesen 
oder beweisbar ist, so ist es zwar sicher gut, auf ihre Mög- 
lichkeit hinzuweisen, es wäre aber offenbar eine unerlaubte 
Beschränkung der Allgemeinheit, sie an die Spitze der 
Mechanik zu stellen. 

Ganz hiervon unabhängig ist die Frage, ob die hier 
entwickelten mechanischen Gleichungen und damit auch das 
Ti^heitsgesetz nicht vielleicht bloß angenähert richtig sind 
und ob nicht bei einer richtigeren Formulierung die Unwahr- 
scheinlichkeit oder sagen wir Inhomogenität, die in der 
Notwendigkeit der Aufnahme eines Koordinatensystems neben 
den materiellen Punkten in das Bild liegt, von selbst w^fällt. 

Da wies Mach auf die Möglichkeit hin, daß wir ein 
richtigeres Büd durch die Annahme erhalten, nur die Be- 
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BcUeimigang der Entfemungsänderang je zweier Massen- 
teücheiD sei haaptsäohUch durch die benachbarten Hassen, 
die Geschwindigkeit dieser Änderung aber durch eine Formel 
bestimmt, in welcher die sehr entfernten Massen den Aus* 
schlag geben. Dadurch wird natürlich jede Aufnahme eines 
Koordinatensystems in das Bild yermieden, da jetzt nur 
von Entfernungen die Bede ist Freilich führt Mach dafür 
andere Schwierigkelten ein, so die Endlichkeit der Welt» 
eine Art Femwirkung auf die allergrößten Distanzen usw. 
Diese Schwierigkeiten schienen mir speziell nicht so grob, 
wie vielleicht manchem anderen Physiker, sie haben aber 
immerhin das Mißliche, daß sie jede erfiihmngsm&ßige 
Kontrolle für alle Zeiten auszuschließen scheinen. Auch 
die exakte Ableitung des Superpositionsgrinzips durch fort- 
währeiide AiiWiiiiduug der neuen Foiin des Trägheitsgesetzes 
auf den Schwerpunkt der in Wechselwirkung hegritfenen 
Massen scheint mir nicht unuiiiielbar auf der Hand zu 

liegen. Femer ist — ^ ^® Gleichung, also 

doch nicht der Aussage ganz äquivalent, daß sich ein Punkt 
geradlinig und ^eichf5nmg bewegt 

Unter allen Umständen erscheint mir eine derartige 
Erweiterung unseres Blickes durch den Hinweis auf die 
Möglichkeit, daß das, was uns das Gewisseste und Nahe- 
liegendste scheint, vielleiclit nur angenähert richtig ist, 
höchst wertvoll. Es steht in einer Linie mit dem Hinweise 
auf die Möglichkeit, daß sich die Kntfernuugen der Fix- 
sterne vielleicht nur in einem nichteukiidischen Kaume von 
enorm geringer Krümmung konstruieren lassen, was ja inso- 
fern auch mit dem Trägheitsgesetze zusammenhängt, daß 
dann ein bew^egter Körper, auf den keine Kräfte wirken, in 
Äonen an die alte Stelle zurückkehren müßte, falls das be- 
treibende Krümmungsmaß positiv ist 

In allen diesen Betrachtungen gingen wir von der Vor- 
aussetzung der Endlichkeit der ganzen Welt aus. Denkt 
man sich die Welt unendlich, so werden Begriffe, wie der 
Schwerpunkt, die invariable Achse, die Hauptträgheitsachsen 
usw. der Welt vollkommen gegenstandslos. Man müßte 
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dann annehmen, daß das Trägheitsgesetz durch eine Formel 
bestimmt wird, nach welcher die naheliegenden Massen von 
verschwindenden, die in Siriusweiten befindlichen vom größten, 
die noch viel entfernteren Massen aber wieder von ver- 
schwindendem Einfluß anf die Formnlierung des Trägheits- 
gesetzes sind. 

Alle Schwierigkeiten bei Formnlierong des Trägheits- 
gesetzes vermeidet die elektromagnetische Theorie der 
Materie, indem sie annimmt, daß die Maxwellschen Glei- 
chungen für das Verhalten des Lichtäthers und die Bewegung 
der Elektronen in demselben das Primäre sind, aus dem 
für letztere das Trägheitsgesetz für die Bewegung relativ 
gegen den Lichtäther und die übrigen Gesetze der Mechanik 
folgen. Für die Teilchen des Lichtäthers aber gilt das 
TriLgheitsgesetz nicht; die Maxwellschen Gleichungen 
müßten so gefaßt werden, daß sie bloß die WechselwiTkung 
nebeneinanderliegender Yolumelemente bestimmen, zu ihrer 
Fassung also kein absoluter Raum erforderlich ist. J^^ine 
Entwicklung dieser gegeiiwLutig noch ganz unausgearbeiteten 
Theorie hegt uns hier ferne. 



Berichtigungen. 

dt dpk dt dpn dpi 
S. 114 Z. 15 V. o. dujj «27» +JTI dp^ statt daf^w^H^dp^ '^lZ*dpi 
S. 114 Z. 21 T. o. 

$2Z? daJi , dm Bas, 

Sb 188 Z. 1 T. n. muß lauten: 

6. 184 Z. 12 bis 14 t. o. müssen lauten: 
und daher wird: 



1 

S. 184 Z. 9 V« u. muß lauten: 

9 



8.184 Z. 7 V. u. statt ^ - a», 



